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Introdusao

Neste mini-curso apresentaremos algumas tficnicas de processamento de imagens nas quais
a imagem original § vista como uma condigao inicial para uma equasao diferencial e a imagem
processada § a solusao dessa equaeao em algum instante de tempo. As imagens podem ser em
tons de cinza ou bin§rias. Neste §itimo caso, podemos pensar na evolusao da imagem como
uma evolueao das curvas ou formas.

Para poder trabalhar com equasees diferenciais em imagens, precisamos assumir um modelo
contnuo para elas. Uma vantagem decorrente disto § que podemos obter uma precisao espacial
maior com estas operagees. Tamb§m o tempo de evolugsao da imagem deve ser uma varig§vel
continua. Este fato permite que controlemos a suavizasao da imagem atravis de um parametro
continuo, criando os chamados espasos de escala, que sao representasees de imagens em multi-
resolusao. No capltulo 1 dessas notas, fazemos uma descrieao dos axiomas b§sicos de um espago
de escala.

Um espago de escala muito utilizado em processamento de imagens § o gaussiano, que §
regido pela equasao do calor. Neste espaso, as versees suavizadas das imagens sao obtidas
atravffs de Itros lineares na imagem original. Os Itros utilizados sao Itros gaussianos cuja
variancia diminui com o aumento do par&metro. No capltulo 2, veremos como esse espaso
de escala tem v§rias propriedades desej§veis, tais como invari@ncia por rotasees, translasees e
homotetias na imagem original. E § interessante observar que as solugees da equasao do calor
para tempos pequenos podem ser aproximadas por Itros de m§dia.

Uma propriedade importante que o espago de escala gaussiano nao possui § a invariancia por
mudanea de contraste. 1sso quer dizer que se alterarmos o contraste de uma imagem, 0 espaso
de escala gaussiano nos fornecer§ uma representasao em multi-resolusao diferente da inicial.
Esse fato muitas vezes nao § desejfvel, pois uma alterasao de contraste pode nao signi car
uma alterasao da cena. Por exemplo, uma alterasao de iluminasao em um ambiente altera o
contraste sem alterar a cena.

Os espagos de escala invariantes por mudansgas de contraste sao chamados morfoligicos. Uma
caracteristica b§sica dos operadores morfolfigicos § o fato de atuarem nos conjuntos de nfivel de
uma imagem. No capltulo 3, descrevemos as operaeses b§sicas da morfologia de imagens bingrias
e como podemos extende-las para imagens em tons de cinza, atuando em cada conjunto de nfvel.

Em um espaso de escala morfolfigico, as curvas de nfivel evoluem na diresao normal com
uma velocidade que depende de sua curvatura. No capitulo 4 descrevemos os espasos de escala
morfolfigicos, enfatizando o espaso regido pela equasao de curvatura e o espaso morfoligico
a m. O movimento por curvatura possui v@rias propriedades geom§tricas not§veis, como por
exemplo o fato de evoluir sem gerar singularidades. Estas propriedades fazem com que 0 espaeo
de escala correspondente seja bastante interessante, tanto para imagens como para formas. No
apéndice, descrevemos algumas das propriedades geom§tricas do movimento por curvatura. f
interessante mencionar que as solugees da equaeao de curvatura para tempos pequenos podem
ser aproximadas por Itros de medianas, no mesmo sentido em que as solusees da equasao do
calor sao aproximadas por Itros de mfdia.

As evolusees de curvas na diresao normal com velocidade dependente da curvatura sao
importantes nao s§§ do ponto de vista de espagos de escala, mas tamb§m em outros contextos.
Esse tipo de movimento tém sido muito estudado, tanto do ponto de vista de teoria como de
implementasao. No capftulo 5, mostramos algumas aplicasees dessas evolusees: Movimento por
curvatura, movimento a m por curvatura, morfologia diferencial e contornos ativos.

A evolusao de imagens atrav§ls de equaeees diferenciais § um tema de pesquisa bastante
rico e atual. Nossa intensao com esse mini-curso § divulgar algumas das interessantes id§ias



relacionadas a esse assunto. A escolha dos tfipicos teve o objetivo de ser bastante ampla, de
maneira que o leitor possa ter uma nogao geral do tema. No entanto, os tfipicos nao sao vistos
com muita profundidade. Para minimizar esta falha, procuramos dar v§rias referéncias sobre
cada assunto tratado.

Gostarfamos de agradecer a Ralph Costa Teixeira, nosso colega na PUC-Rio, por vrias
conversas que nos ajudaram a desvendar os segredos desse interessante movimento por curvatura.
Agradecemos tamb$m aos nossos alunos Luiz Gustavo Nogara, Frederico Abraham e Reinaldo
Mello, do departamento de matem§tica da PUC-Rio. Eles foram os autores de um programa de
morfologia, g partir do qual as imagens do cap¥tulo 3 foram geradas e tamb§m foram respons§veis
pela gerasao de todas as outras imagens, sfi que dessa vez utilizando o software Megawave (ver

[4]).






Capfitulo 1

Espasos de Escala para Imagens

Um espago de escala para imagens § uma estrutura capaz de representar imagens em v§rios nfveis
de resolusao. Nestas notas consideraremos espagos de escala regidos por equasees diferenciais
parciais. Esses espagos tém algumas propriedades de regularidade muito §teis do ponto de vista
matem§tico. Neste capfitulo, descreveremos alguns axiomas que nos conduzem a esses modelos.

Um espago de escala § um esquema de representasao de imagens em vrios nfiveis de resolugao.
A representasao de uma imagem em um determinado espaso de escala § obtida atrav§is de
operadores Ty, t > 0: Para uma imagem inicial uy(X); a sua representasao no espaso de escala
sao as imagens

u(x; t) = Te (Uo) (X)

Para poderem ser fjteis, os espaesos de escala devem satisfazer a certos axiomas b§sicos, que
dividimos em 2 grupos. Os axiomas do primeiro grupo de nem propriedades de regularidade no
espaeo, e nfis os chamaremos de estruturais. Os do segundo grupo de nem algumas propriedades
bfsicas de invari&ncia por transformasees da imagem, e nfis os chamaremos de axiomas b§sicos
de invariancia. Existem outras invariancias desej§veis em um espaeo de escala, que discutimos
tamb§m nesse capftulo.

1.1 AXxiomas Estruturais

2 Causalidade - Em um espago de escala, imaginamos que a imagem v§ se simpli cando
na medida em que t cresce e que a imagem em uma escala maior possa ser obtida de uma
outra em escala menor. Isto quer dizer que a imagem na escala s > t pode ser obtida da
imagem na escala t atrav§s de um operador T¢.s: Escrevemos entao

Ts(u) = TesTe (U) -
No caso em que T (V) = Ts;¢ (v), dizemos que o espaeo de escala § recursivo.

2 Princfpio de comparasao - Se uma imagem § menor do que outra, a simpli casao pelo
espaso de escala deve preservar esta ordem. Se up(X) . Vo(X); entao u(x;t) _ v(x;t): O
princpio de comparasao local § o seguinte: Se uy(y) . Vo(y) em uma vizinhanga de X;
entao u(x;t) _ v(x;t); para0 - t - h:

2 Regularidade - Esta § uma condigao de suavidade na evolusao de imagens quadr§ticas.
Como veremos no teorema a seguir, esta condisao mais o princfpio de comparagao local
implicam a evolusao suave de qualquer imagem suave. Sendo u(y) = 3 <A(Y i X);y i X >
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6 Capfitulo 1. Espasos de Escala para Imagens

+ < p;y i x> +cuma forma quadr§tica qualquer, dizemos que o espago de escala § regular

se
heo h

onde F § uma funeao contfnua com relasao a primeira vari§vel.

=F(A/p;c;x;t)

Teorema 1 ([2]): Suponha que um espago de escala satisfasa os princfpios de causalidade,
comparasao local e regularidade. Entao, se u § uma funsao de classe C?; temos que

Teeen(U) T Te(u)

. = F(D?u(x); Du(x); u(x); x; t)

lim
h®0

Al§m disso, F § contfnua e nao decrescente na primeira vari§vel.

1.2 Axiomas B§sicos de Invariancia

Uma an§lise multi-resolusao nao deve depender da posisao, orientasao e tamanho da imagem
inicial. Tamb§m nao deve independer de um deslocamento dos nfiveis de cinza da imagem.

2 Invari@ncia por translasees e rotasees da imagem- A an§lise multi-resolusao de uma im-
agem nao deve depender da sua posieao no plano. Neste caso, dizemos que 0 espago de
escala § invariante por translasees do plano. Tamb$§m nao deve depender da sua ori-
entasao, em cujo caso dizemos que o espaeo de escala § invariante por rotasees do plano.
O espaso de escala Ty; t _ 0; § invariante por translasees da imagem se

Te(exu) = ¢x (Teu)

onde ¢xu(y) = u(y i X):
Proposisao 2 ([3]): A funsao F associada a um espago de escala com a propriedade de
invariancia por translasees da imagem nao depende de X:

O espaso de escala Ty; t _ O; § invariante por rotasees da imagem se
Tt + R(X) =Rz Tt(X)

onde R § uma rotasao do plano.

Proposisao 3 ([3]): A funsao F associada a um espago de escala com a propriedade de
invariéncia por rotaeees da imagem satisfaz

F(RARY Rp;t) = F(A; p;t)

2 Invari@ncia por translasees nos tons de cinza- Tamb§m gostarfamos que a an§lise multi-
resolueao fosse invariante por translasees no nfivel de cinza da imagem.
O espaso de escala T¢;t _ O; § invariante por translasees nos tons de cinza se T¢(u +c¢) =
Tu+cC:
Proposisao 4 ([3]): A funsao F associada a um espago de escala com a propriedade de
invariancia por translagees nos tons de cinza nao depende da terceira vari§vel:



1.3. Espasos de Escala Lineares 7

2 Invari@ncia por homotetias da imagem- A an§lise multi-resolusao nao deve depender do
tamanho inicial da imagem.
Dizemos que o espaeo de escala T¢;t _ 0; § invariante por homotetias se

Tti H’(X) == H’ iTtO(X)

com t'(t; ) diferenci§ivel com relasao a _ em _ =1e £g—to(t; 1) § contfnua e positiva para
t>0: ’

Proposigeao 5 ([3]): Se um espasgo de escala § invariante por mudanega de escala, § possfivel
reescalonar o tempo de forma que t'(t; ) = _t:

Proposigsao 6 ([3]): Se um espaso de escala § invariante por mudanea de escala, enteo,
apfs o reescalonamento, F deve satisfazer

F(?A;1p;t) = 1F (A;p; 1)

1.3 [Espaeos de Escala Lineares

Uma propriedade importante em um espaeo de escala § a linearidade. Esta propriedade per-
mite a utilizaeao de ferramentas matem§ticas poderosas, como por exemplo a transformada de
Fourier.

Dizemos que o espaso de escala T¢;t _ 0; § linear se

Tt(au + bV) = aTt(U) + th(V)

para quaisquer t _ 0;a;b 2 R:

Ocorre que o finico espaso de escala linear que satisfaz os axiomas estruturais e b§sicos de
invariancia § o gaussiano. Este espago § muito utilizado em processamento de sinais e imagens
e ser§ o objeto do priximo capftulo.

1.4 [Espasos de Escala Morfolfigicos

Durante o processo de aquisisao de uma imagem, § usual ocorrerem mudangas nao-lineares de
contraste na imagem. Isto pode ser uma caracterfstica do equipamento utilizado ou entao por
uma intervengao do usugrio, como por exemplo a injesao de corantes em imagens biolfigicas. Por
este motivo, muitas vezes queremos trabalhar em um espago de escala invariante por mudanegas
de contraste.

Dizemos que 0 espaso de escala T¢;t _ O; § invariante por mudanea de contraste se

Tetg=0=xTt

para qualquer funeao nao decrescente g: Os espagos de escala com essa propriedade sao chamados
morfol§gicos.

Proposisao 7 ([3]): Se um espago de escala § invariante por mudanga de contraste, entao
a funsao associada F satisfaz

F(AA+ _p—p;p;t) = TF(A;p;t)

para todo , e 1:
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Uma caracterfstica dos espasos de escala morfolfigicos § o fato de atuarem nas curvas de
nfivel da imagem. Denotando por curv(u)(X) a curvatura (a menos de sinal) da curva de nfvel
da imagem u que passa por X, temos o0 seguinte teorema:

Teorema 8 ([3]): Se um espaso de escala § invariante por rotasees e translagees do plano
e § morfolfigico, entao ele obedece a uma equasao da forma

W ruk G(curv(u); t) (1.1)

0t
onde G § contfnua e nao-decrescente com relasao ao primeiro argumento.
Teorema 9 ([3]): Suponha um espaso de escala morfolfigico, invariante por rotasees e
translasoes do plano, seja tamb§m invariante por homotetias. Entao, apfis a normalizasao da
escala, ele deve satisfazer a uma equasao da forma

@_u = kruk (tcurv(u))

0t
onde  § contfnua e nao-decrescente.
Observasao Importante: O espago de escala gaussiano nao § morfol§igico. Isso faz com
que, ao escolher um espaso de escala, tenhamos que optar entre linearidade e invariancia por
mudanega de contraste.

1.5 Invari@ncia Projetiva e A m

Seria interessante ter um espaeo de escala que nao dependesse da posigao do observador de uma
cena. Um tal espaeo deveria ser invariante por transformasees projetivas do plano. Ocorre que
nao existe um espaso de escala morfolfigico invariante por todas as transformaeees projetivas
([2]). Temos entao que nos contentar com um espaeo de escala que nao dependa da posisao do
observador de uma cena, desde que ele esteja su cientemente longe da cena. Esse espaso deve
ser invariante por transformaeees a ns do plano.

Dizemos que o0 espago de escala Ty;t _ 0; § invariante por transformasees a ns da imagem
se for invariante por homotetias e a funeao t' de” nida acima puder ser extendida a t'(t; A); para
t > 0 e A transformasao linear invert§ivel do plano, satisfazendo t'(t; _ 1d) = t'(t; ) e

Tex AX) = A Te(X)

Proposisao 10 ([3]): Se um espago de escala § invariante por transformasees a ns, § possfvel
reescalonar o tempo de forma que t(t; A) = tjdet Aj*™:

Proposisao 11 ([3]): Se um espaeo de escala § invariante por transformasees a ns, entao,
apfs o reescalonamento, F deve satisfazer

F(BABY; Bp; t) = jdet Bj'™ F (A; p; jdet Bj*"* 1)

Em [2], foi demonstrado que existe um finico espaso de escala morfolfigico invariante por
transformasees a ns. Este espaeo estfl de nido pela equasao
@u

i krruk (tcurv(u))*=2: (1.2)



Capftulo 2

Espaso de Escala Gaussiano

O finico espaeo de escala linear que satisfaz os axiomas b§sicos de invariancia § o espaeo de escala
gaussiano. Neste espago, uma imagem na escala t § obtida da imagem inicial como solusao da
equaeao do calor.

O espaeo de escala gaussiano § um espaso de escala bastante utilizado em processamento
de sinais e imagens. Uma das razees para isso § o fato de ele ser muito bem entendido, com
firmulas explfcitas para sua evolusgo.

2.1 A equasao do calor

Dada uma condigao inicial uy(x), procuramos uma evolusao u(x;t) satisfazendo a equasao
Gu ..\ _ .
ﬁ(x, t) = Cu(x;t)

onde ¢u denota o lapalaciano de u: Esta equasao § chamada de equaeao do calor.
f um fato bem conhecido que a equasao do calor admite uma @nica solusao u dada por
u(x;t) = Gyeu(x;0) ;

onde

f
2t at 9
§ a funsao gaussiana e @ indica convolugao. Portanto no espagso de escala associado a equasao
do calor, o operador T; § exatamente a convolugao com a gaussiana Gy:

Imagem original Apfis o Itro gaussiano.

No dominio da frequéncia, a equasao do calor § dada por
eu —

- (- = 3 il | I .

@t -,t) il®) U(-,t),
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cuja solusao § © a
U(r:t)=U(1;0)exp ijlj’t :

Esta firmula nos mostra que a equasao do calor atenua a presensa de altas frequéncias da
imagens, preservando as baixas.

2.2 Caracterizasao do Espaso Gaussiano

Nesta sesao demonstraremos que o finico espaso de escala linear invariante por rotasees e
translasoes e imagem e por translasao dos nfiveis de cinza § o espaso Gaussiano.

Um espaeo de escala linear invariante por rotasees e translasees da imagem e por translasees
dos niveis de cinza deve ser regido por uma equasao diferencial da forma

%—l: = F¢(D?u; Du) ;

onde F(A; p) § um funcional linear satisfazendo p igualdade
F«(RART;Rp) = Fe(A;p) ;

para quaisquer matriz sim§trica A; vetor p; tempo t e matriz de rotasao R: Estamos usando a
notasao BT para a transposta da matriz B:
Um funcional linear nas vari§veis A e p pode ser escrito na forma

Ft(A;p) =M A+veop;

onde M; § uma matriz simftrica, v um vetor e & denota multiplicasao entrada a entrada.
Considerando que A pode ser a matriz nula, temos que

VeBp=ViaRp;

para todo vetor p e matriz de rotasao R: Se, para algum t; v; & 0; a igualdade acima nao se
veri car§. Portanto v = 0 para todo t e logo

Fe(Ap) = Mo A

Como Mo A = M; 2 RART; M, @ A sfj pode depender dos auto-valores de A; e § simf§trica
com relasao a eles. Conclufmos que M, & A deve ser a soma dos autovalores de A multiplicada
por alguma constante c(t): Em outras palavras

Fi(Aip) = c(Dtr(A) :

Proposisao 1. Dada uma funsao positiva b(s); podemos reescalonar a equasao acima de
forma que ela se torne
Qu

— =b(s)¢u :
2s =
Em particular, considerando b(s) = 1 teremos a equagao
Qu
— =Cu:
@s
Demonstrasao: Consideremos um reescalonamento s = s(t): Entao
@u Qudt dt
—=——=c()Cu—:
@s @tds © ds



2.3. Invari@ncias do Espaso Gaussiano 11

Procuramos um reescalonamento de forma que

c(t)% =h(s) :

Denotemos por C(t) a integral inde nida de c(t) com c(0) = 0 e por B(s) a integral inde nida
de b(s) com B(0) = 0: Integrando a equasao acima obtemos C(t) = B(s): De nimos entao o
reescalonamento por

s=Bi}C();

obtendo o resultado desejado.

2.3 Invari@ncias do Espaso Gaussiano

O espaso de escala Gaussiano possui vérias propriedades de invariancia. & invariante por
translasees e rotasees da imagem e tamb§m por transformasees a ns no rfivel de cinza (veri-
~que!). No entanto, o espaso de escala Gaussiano nao § invariante por mudangas quaisquer de
contraste, como podemos ver nas imagens abaixo.

Imagem 1 Eq calor +quantizagao na imagem 1

Imagem 2 Eq calor+ quantizagao na imagem 2

O espasgo gaussiano nao § invariante por transformasees a ns, mas § invariante por homote-
tias, como podemos veri car na proposisao seguinte:
Proposisao 2: A equasao do calor

@u

@ = C(t)¢u
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§ invariante por homotetias da imagens. No caso de c(t) = 1; o reescalonamento deve ser da
forma s(t) = _2t: Para um reescalonamento da forma s(t) = _t; devemos tomar c(t) = t:
Demonstrasao: A invariancia por homotetia de razao , > 0 § expressa pela equasao

TextH =H T,

onde s = s(t) § um reescalonamento da equasao do calor.
Considere uma solusao u(x; y; t) da equasao acima. Procuraremos uma outra solusao v(X;y;t)
cuja condisao inicial seja v(x;y;0) = u(*;%;0): Para veri carmos que a equasao do calor § in-

variante por homotetias, esta solusao deve ser da forma u(%; ¥; s(t)):
L

Mas u(%; £;s) § solusao da equasao do calor se 3¢ = L¢(s)¢u: Como g4 = 2udt conclulimos
que ’
dt 1
c(t)— = =¢(s) :
()ds 5C(S)

E3

Sendo C(t) a integral inde nida de c(t) com C(0) = 0 temos que

C() = izc:(s)
e portanto
s(t) = CH(,’C(1)) :

No caso particular em que c(t) = 1; temos que s(t) = _%t: E para que s(t) = _t; § preciso
que c(t) =t

2.4 Filtro de M8dias In nitesimal

Um Itro de imagens muito conhecido § o Itro de m§dias. Para h > 0; de nimos

7
1

ABR(X)) B,

onde Bn(x) § o disco de raio h e centro x e dA § o elemento de §rea nesse disco. O Itro
de mfidias § um Itro linear que elimina altas frequéncias da imagem, e portanto visualmente
suaviza a imagem.

Ocorre que se h § pequeno, o Itro de m§dias se torna muito parecido com o Itro gaussiano.
A seguinte proposisao est§ demonstrada em [3]:

Proposisao 3: Sendo u uma funsao de classe C?; temos que

Mhu(x) = u(y)dA(y) ;

Mpu(x) = u(x) + hgtl:u(x) +0(h%) :

Como consequéncia dessa proposisao obtemos que a solusao da equasao do calor em um
certo tempo pode ser aproximada por um Itro de m§dias com um fator de escala h adequado.



Capfttulo 3

Morfologia Matem$tica

Algumas operasees em imagens sao estreitamente relacionadas p forma dos objetos. Essas
operaeoes sao chamadas morfolfigicas e fazem parte de uma parte do processamento de imagens
conhecida como morfologia matemgtica. As operagsees morfolfigicas dependem sempre de um
ou mais elementos estruturantes. O tipo desses elementos estruturantes determina a forma dos
objetos que queremos selecionar ou excluir. Como existe uma variedade enorme de tipos difer-
entes de elementos estruturantes, existe tamb§m uma grande variedade de Itros morfol§gicos.
E esses Itros podem ter tamb$§m os usos mais variados.

Originalmente, os Itros morfolfigicas foram de nidas em conjuntos, ou imagens bin§rias, e
somente algum tempo depois foram extendidas para imagens em tons de cinza. Essa extensao §
feita aplicando-se os ~Itros de imagens bin§rias em cada um dos conjuntos de nivel da imagem
em tons de cinza. Desse modo, os Itros morfolfigicos para imagens em tons de cinza sao
invariantes por mudansa de contraste.

3.1 Operasoees em Imagens Bin§rias

3.1.1 Erosao e Dilatasao

As duas operasoes b§sicas da morfologia matem§tica sao a erosao e a dilatasao. Dado um
elemento estrutural B; de ne-se a dilatasao de um conjunto F pela firmula

XO©B=fx+bjx2X;b2Bg

e a erosao de F por
Xa2B=fx2R?)x+B%Xg:

A dilatasao e a erosao de uma imagem bin§ria com o elemento estruturante B sendo uma
matriz 7 £7 de 1 's sao mostradas nas guras abaixo.
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14 Capfitulo 3. Morfologia Matem$tica

O objeto cinza e branco § obtido pela dilatasao do objeto branco.

A erosao do objeto branco § o objeto cinza.

De ne-se a dilatasao condicional de um conjunto X™ pelo elemento estrutural B com relasao
p X por
tg(XMX)=(X"©B)\ X :

Se repetirmos esta operasao v§rias vezes obteremos as componentes conexas de X que contem
algum ponto de X™: que § chamada de imagem reconstrufda g partir do marcador X™.
Abaixo temos um exemplo de uma imagem marcada e depois reconstruida.

Imagem em branco e marcador em cinza. Imagem reconstruda em cinza.

3.1.2 Abertura e Fechamento

Compondo a erosao e a dilatasao, obtemos duas operasoes tamb§m bésicas, a abertura e o
fechamento. A abertura de um cojunto X § de nida por

X+B=X0O(X2B)

e o fechamento por
X2B=X=2(X©OB) :

Uma propriedade importante da abertura e do fechamento § a idempoténcia. Esta pro-
priedade signi ca que apfis aplicarmos uma vez a abertura ou o fechamento em uma imagem,
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outras aplicasees do mesmo operador nao mais a alterarao. Matematicamente, a idempoténcia
pode ser expressa como

(X2B)2B=X2B

(X+B)tB=XtB:

Para 0 mesmo B acima, vejamos como se comportam a abertura e o fechamento de uma
imagem bingria.Observe que a abertura elimina pontas de F enquanto que o fechamento elimina
pontas do complementar X° de X:

A imagem cinza § obtida da branca e cinza pela abertura.

A imagem branca e cinza § obtida da branca pelo fechamento.

Uma outra operasao bin§ria §til § a abertura por §rea. Essa operasao simplesmente elimina
as componentes da imagem que tenham §rea menor do que um certo valor previamente deter-
minado. & gtil para eliminar objetos excessivamente pequenos. No exemplo abaixo eliminamos
objetos com §rea menor do que 50 pixels.

Imagem original. Imagem apfis abertura por §rea.
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3.1.3 Filtro da Mediana

Considerando o elemento estruturante como a bola de raio h; de nimos o Itro da mediana em
uma imagem bin§ria X atrav§s da relasao

1

medy, (X)(X) = " 0; se AXX \By(X) - A(Bn(x)=2

1; se AXX \ Bn(x)) > A(Bn(x))=2

onde A(R) indica a §rea da regiao R:
Em uma imagem bin§ria discretizada, consideramos como elemento estruturante um quadrado
M, de tamanho (2n + 1) £ (2n + 1) e de nimos

1

medy, (X)(x) = T 0; se #(X \ Mq(X)) - (2n +1)2=2

1; se #(X \ Mn(X)) > (2n + 1)* =2

3.1.4 Funsao Distancia e Eixo Medial

Uma ferramenta bastante {jitil na an§lise de imagens bin§rias § a funsao distancia. Dado um
conjunto X; a distancia de um ponto x g X § de nida como a menor distancia de um ponto
de X p X, e denotada por d(x; X): Essa fungao dist&ncia pode ser vista como uma imagem em
tons de cinza, considerando o valor dessa distancia em cada ponto como o seu nivel de cinza.
Para uma discussao sobre a fungao distancia, ver [6].

Vemos abaixo uma imagem bin§ria e sua funsao dist&ncia.

- w )

x"-“‘p ‘1
- 9
k‘_-LL.

Uma representasao da forma de um objeto § dada pelo seu eixo medial, tamb§m chamado
esqueleto. Para de nir o esqueleto de um conjunto X; para cada x 2 X; denote por D(X) o
maior disco centrado em x e contido em X: O ponto x est§ no esqueleto de X se nao existir um
disco D contendo D(x) e contido em X:

f interessante observar que podemos recuperar uma forma g partir do seu esqueleto e dos
raios dos discos maximais centrados em pontos do esqueleto e contidos em X: De fato, denotando
por E(X) o esqueleto de X e por r(x) o raio do disco maximal de centro x contido em X temos
que

X = [x2ex)Dreo (X)

Abaixo vemos uma imagem bin§ria e seu eixo medial.
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3.1.5 Exemplo

Veremos agora um exemplo de como concatenar as vérias operasees de nidas acima para de-
tectar objetos "longos™ em uma imagem. Essa tficnica poderia ser §til na detecsao de vermes
Tlariais em uma imagem de microscipio de um °uxo sangufiheo ([7], p.235).

1. Imagem original. 2. Binarizasao da imagem original.

3. Eixo medial da imagem 2. 4. Dilatagao da imagem 3.

5. Abertura por §rea de 4. 6. Reconstrueao tendo 5 como marcador.
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3.2 Morfologia em Tons de Cinza

Nesta sesao extenderemos as operagees morfolfigicas em imagens bin§rias para imagens em tons
de cinza. A id§ia § aplicar a operasao bin§ria em cada conjunto de nfivel da imagem em tons de
cinza e depois empilhar esses conjuntos formando uma nova imagem.

3.2.1 Operasoes Monfjtonas e Conjuntos de Nfivel

Uma operasao k em conjuntos § dita monfjtona se k(X) %2 k(Y ) sempre que X %2 Y: O leitor
pode veri car facilmente que as operagees bin§rias de dilatasao, erosao, abertura e fechamento
de nidas acima sao mon@itonas. Um conjunto (superior) de nivel de uma imagem u(x) § de nido
por © a

Au= x2RjuX . .

A partir de uma operasao monfitona k em conjuntos, de nimos a operasao correspondente
K em funsees atrav§is da relagao

Ku(x) = supf,j (x) 2 k(A (u))g
(ver FIGURA). Esse operador K § invariante por contraste e satisfaz
A (K(u) =k(A (u))
(ver [3], cap.7).

3.2.2 Dilatasao e Erosao

A partir da dilatasao e da erosao para imagens bin§rias, de nimos a dilatasao e a erosao da
imagem em tons de cinza T pelo elemento estruturante B utilizando a extensao acima. O leitor
pode veri car que esta de nisao nos conduz ps f§rmulas

u©B(x) = max u(x i »)

a e 1 + .
u=2B(x) [)T]ZIQU(X »);

para a dilatasao e erosao, respectivamente. Abaixo vemos exemplos de dilatasao e erosao para
imagens em tons de cinza.

Imagem original.
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Dilatasao da imagem original. Erosao da imagem original.
Uma dilatasao condicional § de nida por
+£(U™ju) = min (U™ © B);u) :

e a reconstrusao de u p partir do marcador u™ § obtida atrav§ls de uma sequéncia de dilatasees
condicionais. Para aplicasees da reconstrugao em tons de cinza, ver [8].

No exemplo abaixo, o marcador foi obtido atrav§is de duas erosees da imagem original.
Observe os an§is brancos foram reconstrufdos apenas nos discos cujo marcador continha algum
pixel branco.

Reconstrusao da imagem usando o marcador.

3.2.3 Abertura e Fechamento

A composisao da erosao e da dilatasao nos fornecem a abertura e o fechamento. Simbolicamente
a abertura § dada por
utB=(Uu=B)©B

e o fechamento por
u2B=@UuUo©B)=B:

Vemos abaixo exemplos de abertura e fechamento para imagens em tons de cinza.
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Abertura da imagem original. Fechamento da imagem original.

3.2.4 Filtro da Mediana

Para de nir o Itro da mediana para imagens em tons de cinza, utilizamos a extensao usual
de operadores bin§rios de nida na sesao 3.2.1. O leitor pode veri car que esta extensao §
equivalente p seguinte:

medp(u)(xX) = inf sup u(y) ;
D yoD

onde 0 fn"mo § considerado entre as regiees D contidas em By(x) e com §rea maior ou igual a
A(Bn(x))=2:
No caso da imagem j§ discretizada, a mediana § de nida por

med, (u)(X) = inf sup u(y) ;
D yoD

onde 0 fh™mo § considerado entre os subconjuntos D da m§scara M, (x) com nfimero de pixels
maior do que (2n + 1)?=2:

3.2.5 Watershed

Uma imagem em tons de cinza pode ser vista como um mapa topogr§ co, no qual a altura em
cada ponto corresponde ao seu nivel de cinza. Esse mapa possui vgrios pontos ou regises de
minimo. A bacia de um minimo § o conjunto de pontos para os quais a §gua escorreria at§ esse
minimo.
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O watershed, ou divisor de §guas, § o complementar das bacias dos minimos de uma imagem.
Nos pontos do watershed, a §gua ~caria em dfjvida se deveria escorrer para um minimo ou para
outro. Para uma implementaeao e ciente do watershed, ver [9] ou [5].

Veremos a seguir um exemplo de aplicasao do watershed. Nesse exemplo, comegsamos com
uma imagem bingria na qual o conjunto X § constitulido de v§rios objetos, possivelmente su-
perpostos. O objetivo § tentar separar esses objetos. Uma forma interessante para se fazer isto
§ aplicar o watershed no oposto da funsao distancia p X°¢:

Imagem original. Minimos da funsao distancia.
| £ KX
%0

Bacias de atrasao dos minimos. Imagem original segmentada.
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Capftulo 4

Espasos de Escala Morfolfigicos

Durante o processo de aquisisao de uma imagem, § usual ocorrerem mudangas nao-lineares de
contraste na imagem. Isto pode ser uma caracterfstica do equipamento utilizado ou entao por
uma intervengao do usugrio, como por exemplo a injesao de corantes em imagens biolfigicas. Por
este motivo, muitas vezes queremos trabalhar em um espago de escala invariante por mudanegas
de contraste. Um espaso de escala invariante por mudansgas de contraste na imagem § chamado
de morfolfgico.

No capftulo anterior vimos v§rios exemplos de operasees morfolfigicas. Essas operasees tém
como caracteristica o fato de atuarem nos conjuntos de nfvel de uma imagem. Da mesma
forma, em um espaso de escala morfol§igico, para analisar a evolusao de uma imagem podemos
analisar a evolusao das suas curvas de nivel. E neste capftulo veremos que, na verdade, podemos
considerar que cada curva de nfivel da imagem evolui na diresao normal com uma velocidade
que depende de sua curvatura.

4.1 Curvatura de uma Curva Plana

Considere uma curva plana x(s) = (x(s); y(s)); s 2 [0; L]; parametrizada pelo comprimento de
arco. O vetor velocidade dx

t:E

§ um vetor unit§rio tangente p curva. Um fato interessante § que % independe da orientasao
da curva (veri que!).
A curvatura k(s) § entao de nida por

dt, . _ .
(O =kENE);

onde n(s) § unitfrio, normal p curva em X(s); e de forma a base ft(s); n(s)g seja positiva.
Observe gque o sinal da curvatura depende da orientasao escolhida, mas sempre muda em pontos
de in®exao.

Suponhamos agora que a curva est§ de nida de forma impl§cita pela firmula u(x) = c:
Temos entao que
ru(x(s))¢t(s) =0:

Derivando com relasao a s encontramos
Hu(x(s))(t(s); t(s)) + ru(x(s)) ¢ %(X(S)) =0;

23
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onde HT denota a matriz Hessiana de f. Observe que nenhum dos fatores da equasao acima
depende da escolha da orientasao da curva. Usaremos entao a notasao

HU(X) H ru?®(x) ru?(x)
kru(x)k kru(x)k’ kru(x)k

T

curv(u)(x) =

Temos entao que
ru(x)

curv(u)(x) + m

tk(x)n(x) =0:

Como el = §n(x), conclufimos que

k(x) = 8curv(u)(x):

Em termos de coordenadas, a firmula para curv(u) § dada por

Pug ou 290 gougouy 02 ion®
_ 2" oy N %exay "ex oy T 0y? O
curv(u) = Y 3 LT
I 2
gu u
ox oy

4.2 Movimento da Imagem e das suas Curvas de Nfvel

Proposisao 1: Se as curvas de nivel de uma imagem evoluem segundo a equasao

ox _ . .
T F (k(x); On(x);
a imagem evoluir§ de acordo com a equaeao
Qu

— = krukF(curv(u);t) :
ot
Demonstrasao: Temos que
u(x(t);t) =c:

Derivando com relasao a t; obtemos
@u dx
@(x(t)) + ru(x(t))¢ i 0:

Temos entao que
vl il

ru(x) . Q.
RO HNe) = 0;

kru(

Qu
ﬁ(x) + kru(x)k )

e portanto
%(x) = kru(xX)k F(curv(u); t)(x):

No capftulo 1, vimos que em um espaso de escala morfolfigico, a imagem deve evoluir segundo
uma equasao da forma 1.1. A proposisao acima nos diz entao que, nestes espaeos, podemos
considerar que as curvas de nivel de uma imagem evoluem na diresao normal a ela com uma
velocidade que depende da sua curvatura.
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4.3 Movimento por Curvatura

Nesta sesao consideraremos 0 caso particular da equasao
Qu

— =krukcurv(u);
it (W
que § chamada equasao do movimento por curvatura. O movimento por curvatura pode ser
visto como uma evolusao das curvas de nfivel da imagem, cada curva de nfvel se movimentando
na diresao normal com velocidade dada pela sua curvatura, i.e.,
@x
— = k(X)n(X):
3t = KOIne9
Voltaremos a falar desse movimento no préiximo capitulo e tamb§m no ap&ndice, quando de-
screveremos algumas de suas propriedades geom§tricas.
Existe uma relasao interessante entre a equasao da curvatura e o Itro de medianas. Em [3],
est§ demonstrada a seguinte proposisao:
Proposisao 2: Sendo u uma funsao de classe C?; temos que
h2
med,u(x) = u(x) + 5 krukcurv(u) + O(h®):

Uma consequéncia dessa proposieao § o fato de que a solusao da equasao da curvatura em
um determinado tempo poder ser aproximada por um Itro de medianas com um fator de escala
h apropriado. Esse fato § an§logo ao que ocorre com relasao as solusees da equasao do calor e
0s Itros de mf§dia

f imediato ver que 0o movimento por curvatura § invariante por rotasees e translasees do
plano, e tamb§m por homotetias da imagem. No entanto, ele nao § invariante por transformasees
a ns, como podemos ver na gura abaixo.

® ' 4

Imagem 1 Imagem 2=Transformaeao a m da imagem 1

Mov. curvatura da imagem 1 Mov. curvatura da imagem 2

Exemplo: Suponha que uy(X;y) = x? + y2: O leitor pode verifcar facilmente que a solusao
da equasao acima ser§
u(t; x;y) = x? +y? + 2t:

Em geral se ug(x;y) = f(x? + y?); entao, devido a invariancia morfolfigica,

i ¢
u(t;x;y) =F x2+y?+2t
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4.4 Espaso de Escala Morfolfijgico A m

Em [2], foi demonstrado que existe um finico espago de escala morfolfigico invariante por trans-
formasees a ns. Este espaso est§ de nido pela equasao

ou _ kruk (tcurv(u))*=:

ot
Em termos de curvas de nfivel, a evolusao nesse espaego § dada pela equasao

gx

i k= )N(x)



Capttulo 5

Evolusao de Curvas

Neste capfitulo, descreveremos evolusees de curvas planas na diresao normal g curva, com a
velocidade sendo uma funeao da curvatura. Como vimos no capitulo anterior, estes movimentos
sa0 0s movimentos realizados pelas curvas de nfvel de uma imagem evoluindo em um espago de
escala morfolfigico.

Denotemos por x(g; 0);q 2 [a;b]; uma curva fechada parametrizada por g: Consideraremos
homotopias x(q; t) satisfazendo a equasao diferencial

%—f(q;t) = F (k(g; D)N(G; 1) (5.1)

onde k § a curvatura de x(¢; t) no ponto x(q; t) e F (k) § alguma fungao dessa curvatura.

Um problema central nesta evolusao § a possibilidade de criasao de singularidades. A partir
de uma singularidade, a solugao da equagao acima nao § mais finica, e § preciso que se determine
a solusao adequada. A solusao adequada se chama solusao por viscosidade, e existem infimeros
trabalhos sobre este tema [?]. Sao tamb§m necess§rios m§todos num§ricos adequados para que
a curva evolua atrav§s da solusao por viscosidade. V§rios m§itodos num§ricos foram propostos
com esse m [11],[12]. Esses m§todos num§ricos resolveram tamb§m v§rios outros problemas
apresentados por estas equasees, tais como instabilidade num§rica e mudansa de topologia.

5.1 Movimento por Curvatura

No caso em que F(k) = k; temos o chamado movimento por curvatura. Este movimento
tem infimeras propriedades geom§tricas interessantes que descreveremos no préiximo capftulo.
Veremos a seguir como esse movimento pode ser visto como descrito por uma equasao do calor
intrfnseca.

Considere uma curva de Jordan parametrizada x(q) = (x(q);y(q)), q 2 [0; L]: Suponha que
inicialmente o par&metro g coincida com o comprimento de arco s: Para simpli car esta curva,
aplicamos a equaeao do calor a cada coordenada, obtendo curvas x(q;t) = (x(q;t);y(q;t)),
g 2 [0;L]; que nao estao mais necessariamente parametrizadas pelo comprimento de arco. O
problema com essa evolusao § que ela nao necessariamente simplica as curvas, podendo criar
auto-interseeees e singularidades na curva inicial.

Podemos resolver esse problema reparametrizando, a cada passo pequeno, a curva obtida
X(¢; t) pelo comprimento de arco. Nesse caso, a evolusao da curva satisfar§ a equasao

2

@ . .\ _ N
@x(q, t) = @x(q, t);

27
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onde s § o comprimento de arco da curva x(¢;t). Essa equasao pode ser reescrita na forma
X
269 = KO0

que § a equasao do movimento por curvatura. Como podemos ver na gura abaixo, esse movi-
mento mant§m separados objetos que estavam inicialmente separados.

‘.‘ &8 o

Mais tempo de evolugsao
por curvatura

Imagem original Evolusao por curvatura.

5.2 Movimento A m por Curvatura

No caso em que F(k) = k3; temos 0 movimento a_m por curvatura. Este movimento tem a
propriedade de ser invariante por transformasees a ns do plano.

Para veri car isto, considere uma curva inicialmente parametrizada pelo comprimento a m
%; i.e., satisfazendo
dx d?x
dv’ d3/2) B
Evoluindo cada coordenada pela equasao do calor e reparametrizando-a ap§is cada pequeno
passo ¢t, o movimento resultante ser§ dado pela equasao

0x,
@ q;t) = 3/z(qt)

que § chamada equasao do calor intrfinseca a m. Mas

(% Kina d?s LI

—_ = 3

0%2 d3/4
e como o termo na diregao t s§ contribui para um movimento ao longo da curva, conclufimos
que a evolusao da curva deve satisfazer a equasao

PN -
@x(q,t) = k¥3(s;t)n(s; 1) ;

det(—-

que § a equasao do movimento a m por curvatura. Maiores detalhes dessa demonstrasao o
leitor pode encontrar em [3].

5.3 Morfologia Diferencial

Consideremos o caso em que F (k) =1 ou F(k) = j1: Neste contexto, a curva evolui na diregao
normal com velocidade 1; independente da curvatura.
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Denotemos por X a regiao do plano limitada pela curva fechada C; e por B o disco unit§rio.
Parat _ 0; a dilatasao e a erosao de X pelo elemento estruturante tB sao dadas por

XOtB=Ffx+thjx2F;b 2 Bg

X32tB=fTx2 Xjx©tB %2 Fg;
respectivamente. Nao § dificil se veri car que a fronteira de de X © tB satisfaz a equasao

ex_
ot
enquanto que a fronteira de X & tB satisfaz a equaeao
x_ o,
ot

(ver [13]).

Evoluir uma curva atraviis dessas equasees diferenciais § fitil por exemplo na determinasao
da distancia a um conjunto. De fato, a fronteira de X © tB determina os pontos que estao a
uma disténcia t de X: Nesta evolugao teremos a criasao de singularidades, mas a solusao por
viscosidade nos fornece a distancia procurada (ver [11],[13]).

Vale a pena chamar a atensao para o fato de que a determinasao da dist&ncia euclideana a
um conjunto § mais precisa utilizando-se a equaeao diferencial acima do que a dilatasao usual
com um elemento estruturante discreto. Isto decorre do fato de que a aproximasao de um disco
em um grid retangular § sempre falha (ver [14]).

5.4 Contornos Ativos

Os mf§todos de Osher-Sethian tamb§m se aplicam se tivermos um termo adicional da forma
A adicionado a equaesao 5.1. o que ocorre quando consideramos a evolusao de uma curva
fechada "procurando™ delimitar um objeto de uma imagem.

Dada uma imagem u; de nimos

1
kru(x)k +2
Esta funeao deve ter um valor pequeno em pontos de grande contraste na imagem. Assim, ao

procurarmos contornos de objetos, iniciamos com uma curva de Jordan C e evoluimos procu-
rando minimizar a “energia" 7

Ax) =

A(x)ds:
C
A curva nal deve envolver algum objeto na imagem.
Consideremos uma parametrizasao x(q;¢);0 - q - 1; da curva inicial e sua evolusao x(q; t).

A energia de x(¢; t) § entao dada por

Z,2 2
= P Adg:
L .
Diferenciando com relasao a t obtemos
D E N
Z, 6x. @ Z,o, od
0g’ 0@t ¢ o0Xo . @x
E't)= ————Adg+ o-—o rA;=—= dq;
(t) LT Sms q . g ot q

@q
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e portanto, usando integrasao por partes, conclufmos que

* 2 3+ A
1 A @X Z,¢ A
0x. @ 4 Loy Y
E't) = i ==, — 45285 dq+ rA;== ds
() i . 0U0q Sexs q . at
. - aq +
LO ox 1.0 .
= j —— o—o— [At] ds
0 @t o%_;(o @q [ ]
Z v é’@x ) ) ,A
= j —;Akn+hrA;titjrA ds:
0 ot
Logo a diresao de decrescimento mais r§pido § a diresao que satisfaz
0x_ Akn+hrA;titjrA:
ot

Como a componente tangencial nao in°uencia na evolusao da curva, podemos simplicar esta
equaeao para

ox ;

— =AknjrA; (5.2)
0t
que indica a evolusao que procuramos para a curva inicial. Maiores detalhes sobre contornos e
sua relasao com a equasao 5.2 pode ser encontrada em [11].

f interessante observar que se tomarmos A(x) = 1; entao a energia ser§ o comprimento da
curva e a equasgo 5.2 passa a ser a equasao do movimento por curvatura. Concluimos entao
gue 0 movimento por curvatura caminha no sentido de minimizar o comprimento das curvas 0
mais rapidamente possivel.
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Apendice: Propriedades do Movimento por Curvatura

O movimento de uma curva na diresao normal a ela com velocidade igual g curvatura §
chamado de movimento por curvatura. Esse movimento vem sendo estudado h§ v§rios anos e
possui vrias popriedades geom§tricas interessantes, todas elas indicando uma "simpli casao"
da curva. Neste capitulo veremos algumas dessas propriedades.

Denotando por x = (X;Yy) 0 vetor posigao, 0 movimento por curvatura pode ser descrito por
uma homotopia de curvas fechadas x(q;t); q 2 [a;b]; satisfazendo p equasao

Ox, . 0%,
ﬁ(q,t) = @(q,t) ,
onde s indica o comprimento de arco ao longo das curvas x(¢; t):

Decrescimento do Comprimento e da Area

Denotando por v(q;t) = °Z(g;t)° a norma do vetor velocidade dessas curvas, temos que
p q aq\d

ds = v(q; t)dg:A evolugao de v ao longo do tempo § dada pelo seguinte lema:
Lema 1: Temos que

%(q;t) = ik3(q;t)v(g; 1) ;

onde k denota a curvatura da curva x(¢; t) no ponto x(q; t):
Demonstrasao: Diferenciando v com relasao a t obtemos

D E D E
@x. @°x @x. 02x
@v _  Gg’oge G’ Ot
@t o@xo o0xo
p & E % E
fx. 8 ox. @n
— q°Jq (l(n) — K Ha’ 8q
ofxXo ofxo
. @q A .0@q A
é é
@x_ @n ,  OX,

Denotemos por p(qg;t) o @ngulo que o vetor tangente a curva C(t) no ponto x(q;t) faz com
0 eixo X:

Lema 2: A derivada do angulo p com relasao ao comprimento de arco § exatamente a
curvatura.

Demonstrasao: Temos que t(q;t) = cosu(q; t)i + sinu(qg; t)j: Derivando com relasao a s

obtemos ot 0 0
8t _ o nu® N
s smp@sl +cosp(q,t)@sj :
Como n(q;t) = j sinp(q; t)i +cosu(q;t)j e ﬁg—; = kn; conclulimos que
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Denotemos por C(t) a curva x(¢; t): O comprimento de C(t) § dado por
Z,3 Xz
L(t) = o—o dq .
a @9
Diferenciando com relasao a t obtemos
Z, Z
L't)=i kivdg = j k2ds ;
a C()

0 que mostra que o comprimento de uma curva fechada decresce com o tempo.

Denotemos por A(t) a §rea da regiao do plano limitada pela curva fechada C(t): Temos que

A(t)_'lz x¢nds—'lsz¢“@xﬂ? dg ;
— 135 — 135 - )
2 ¢ 2 4 @q
onde w? indica o vetor ortogonal p w; obtido de w por um giro de 90° no sentido anti-horgrio.
Portanto

sa _ 1frex Max 1% e Mex'7
dat '22a 0t @q Zq'z . 0t @q |
91 2
17 hex 17 e Tex
= 'EaEMdS'Ea”@_q‘”ﬁ dq
Z Zb ?
1 1 @x @x
= j=  kds+: =t = dq:
2 co 2 , 0g @t

onde usamos a ffirmula do movimento por curvatura na primeira parcela e integrasao por partes
na segunda. Conclulmos entao que

z Z,
d—A = il kdsil @—X¢ktdq
dt 2 cw 2 5 @q
Z Z 0
= j kds = j —uds
c® cw @s

Se a curva C(t) § fechada sem auto-intersesees, entao a variasao total do &ngulo p § 2Y%; e

consequentemente

dA
E: i 2% ;

0 que mostra que A(t) decresce com uma taxa constante.

Equasees Diferenciais da Curvatura
Lema 3: O tangente e o normal unit§rios evoluem segundo as equasoes

et _ ok
ot s
e
on _ 0Ok .
ot '@s
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Demonstrasao: Temos que

ot _ 8 Mex'_ 1 o f0x 18 Hox T
@t @t veqg ~ 'v2 @g  vet @q
1 @ @k @n
= k? +o kn) = kK?t+—n+k—
t ( n) =kt @Sn 05
@k @k
— 2y PR 2 — BR
= kt+@sn.kt @Sn
Por outro lado, derivando a identidade ht; ni = 0 obtemos
Z A A
ot @n
— 't =0
ot T Bt
- ® ) ) ) )
e portanto %—’t‘; t = i%i E derivando a identidade hn; ni = 0 obtemos
@n A
=0:
@t

Proposisao: No movimento por curvatura, a curvatura satisfaz p equasao diferencial

Ok _ 0%k

3
ot~ @s? +k

Demonstrasao: Temos que
ot

— =kn:

@s
Derivando com relasao a t obtemos

ok on_a"et’
g "ot "ot vag

eportanto
gk Ok _ 10 ol 1 at
g 1 ¥gst T Va6t o v Vag
_aeMek Vo
~ v@q Os
ok, Mox T
@kt+ @2+k n:
Conclufimos que
Bk _ 0% , o
+k
@t~ @s?

No caso da curva C(t) ser convexa, podemos utilizar o angulo | como parametro para a
curva. Utilizando este par&metro, foi provado em [18] que a curvatura evolui segundo a equasao

Bk _ | o0%

k3
ot @u
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Essa equasao § o ponto de partida para a demonstrasao de v@rias dos teoremas descritos nas
préiximas sesoes.

Convexidade e Inexisténcia de Singularidades

Consideremos um movimento por curvatura no qual a curva inicial § fechada sem auto-
A(0).

intersesees. Como vimos acima, o tempo de vida de uma tal curva § T = ==; onde A(0) §
a §rea da regiao do plano limitada pela curva C(0): O que ocorre com a curva C(t); para t
no intervalo [0; T)? Essa pergunta j§ foi estudada por v§rias pesquisadores e descreveremos 0s
resultados nessa seeao.

A curva inicial § fechada sem auto-intersesees, mas nao necessariamente convexa. O movi-
mento por curvatura tende a deixar a curva cada vez mais convexa. E foi demonstrado em
[19] que existe um tempo 0 - t. < T tal que C(t;) § convexa. Em [18], foi demonstrado que
uma curva inicialmente convexa permanece sempre convexa. E tamb§m que ela permanece uma
curva sem singularidades e sem auto-intersesees.

A evolusao de uma curva com uma auto-intersesao foi estudada em [20]

Circularizasao das Curvas

O movimento por curvatura tende a circularizar uma curva convexa. Em [18], foi provado
que a curva se aproxima de um clrculo de forma C1; no sentido de que a razao entre a curvatura
mihima e méxima tende a 1; e as derivadas de ordem maior ou igual a 1 da curvatura tendem
ao:

Uma outra forma de ver a circularizasao no limite § atravfis da razao isoperim§trica — L* (t) @
um fato bem conhecido que essa razao § sempre maior ou igual a 4%; com a igualdade va endo
somente no caso de clrculos. Em [17], foi provado que % tende a 4%; quando t tende a T:

Uma terceira forma de ver essa circularizasao § atrav§s dos raios interno, rin(t); e externo,
Fext(t); da curva C(t): Em [17] est8 provado que - “”‘(t) tende a 1; quando t tende a T:

Abaixo vemos a evolusao de uma elipse com grande excentricidade.

Mais movimento por cur-

Curva inicial Movimento por curvatura
vatura
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