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Introdu»c~ao

Neste mini-curso apresentaremos algumas t¶ecnicas de processamento de imagens nas quais
a imagem original ¶e vista como uma condi»c~ao inicial para uma equa»c~ao diferencial e a imagem
processada ¶e a solu»c~ao dessa equa»c~ao em algum instante de tempo. As imagens podem ser em
tons de cinza ou bin¶arias. Neste ¶ultimo caso, podemos pensar na evolu»c~ao da imagem como
uma evolu»c~ao das curvas ou formas.
Para poder trabalhar com equa»c~oes diferenciais em imagens, precisamos assumir um modelo

cont¶inuo para elas. Uma vantagem decorrente disto ¶e que podemos obter uma precis~ao espacial
maior com estas opera»c~oes. Tamb¶em o tempo de evolu»c~ao da imagem deve ser uma vari¶avel
cont¶inua. Este fato permite que controlemos a suaviza»c~ao da imagem atrav¶es de um parâmetro
cont¶inuo, criando os chamados espa»cos de escala, que s~ao representa»c~oes de imagens em multi-
resolu»c~ao. No cap¶itulo 1 dessas notas, fazemos uma descri»c~ao dos axiomas b¶asicos de um espa»co
de escala.
Um espa»co de escala muito utilizado em processamento de imagens ¶e o gaussiano, que ¶e

regido pela equa»c~ao do calor. Neste espa»co, as vers~oes suavizadas das imagens s~ao obtidas
atrav¶es de ¯ltros lineares na imagem original. Os ¯ltros utilizados s~ao ¯ltros gaussianos cuja
variância diminui com o aumento do parâmetro. No cap¶itulo 2, veremos como esse espa»co
de escala tem v¶arias propriedades desej¶aveis, tais como invariância por rota»c~oes, transla»c~oes e
homotetias na imagem original. E ¶e interessante observar que as solu»c~oes da equa»c~ao do calor
para tempos pequenos podem ser aproximadas por ¯ltros de m¶edia.
Uma propriedade importante que o espa»co de escala gaussiano n~ao possui ¶e a invariância por

mudan»ca de contraste. Isso quer dizer que se alterarmos o contraste de uma imagem, o espa»co
de escala gaussiano nos fornecer¶a uma representa»c~ao em multi-resolu»c~ao diferente da inicial.
Esse fato muitas vezes n~ao ¶e desej¶avel, pois uma altera»c~ao de contraste pode n~ao signi¯car
uma altera»c~ao da cena. Por exemplo, uma altera»c~ao de ilumina»c~ao em um ambiente altera o
contraste sem alterar a cena.
Os espa»cos de escala invariantes por mudan»cas de contraste s~ao chamados morfol¶ogicos. Uma

caracter¶istica b¶asica dos operadores morfol¶ogicos ¶e o fato de atuarem nos conjuntos de n¶ivel de
uma imagem. No cap¶itulo 3, descrevemos as opera»c~oes b¶asicas da morfologia de imagens bin¶arias
e como podemos extendê-las para imagens em tons de cinza, atuando em cada conjunto de n¶ivel.
Em um espa»co de escala morfol¶ogico, as curvas de n¶ivel evoluem na dire»c~ao normal com

uma velocidade que depende de sua curvatura. No cap¶itulo 4 descrevemos os espa»cos de escala
morfol¶ogicos, enfatizando o espa»co regido pela equa»c~ao de curvatura e o espa»co morfol¶ogico
a¯m. O movimento por curvatura possui v¶arias propriedades geom¶etricas not¶aveis, como por
exemplo o fato de evoluir sem gerar singularidades. Estas propriedades fazem com que o espa»co
de escala correspondente seja bastante interessante, tanto para imagens como para formas. No
apêndice, descrevemos algumas das propriedades geom¶etricas do movimento por curvatura. ¶E
interessante mencionar que as solu»c~oes da equa»c~ao de curvatura para tempos pequenos podem
ser aproximadas por ¯ltros de medianas, no mesmo sentido em que as solu»c~oes da equa»c~ao do
calor s~ao aproximadas por ¯ltros de m¶edia.
As evolu»c~oes de curvas na dire»c~ao normal com velocidade dependente da curvatura s~ao

importantes n~ao s¶o do ponto de vista de espa»cos de escala, mas tamb¶em em outros contextos.
Esse tipo de movimento têm sido muito estudado, tanto do ponto de vista de teoria como de
implementa»c~ao. No cap¶itulo 5, mostramos algumas aplica»c~oes dessas evolu»c~oes: Movimento por
curvatura, movimento a¯m por curvatura, morfologia diferencial e contornos ativos.
A evolu»c~ao de imagens atrav¶es de equa»c~oes diferenciais ¶e um tema de pesquisa bastante

rico e atual. Nossa inten»c~ao com esse mini-curso ¶e divulgar algumas das interessantes id¶eias



3

relacionadas a esse assunto. A escolha dos t¶opicos teve o objetivo de ser bastante ampla, de
maneira que o leitor possa ter uma no»c~ao geral do tema. No entanto, os t¶opicos n~ao s~ao vistos
com muita profundidade. Para minimizar esta falha, procuramos dar v¶arias referências sobre
cada assunto tratado.
Gostar¶iamos de agradecer a Ralph Costa Teixeira, nosso colega na PUC-Rio, por v¶arias

conversas que nos ajudaram a desvendar os segredos desse interessante movimento por curvatura.
Agradecemos tamb¶em aos nossos alunos Luiz Gustavo Nogara, Frederico Abraham e Reinaldo
Mello, do departamento de matem¶atica da PUC-Rio. Eles foram os autores de um programa de
morfologia, µa partir do qual as imagens do cap¶itulo 3 foram geradas e tamb¶em foram respons¶aveis
pela gera»c~ao de todas as outras imagens, s¶o que dessa vez utilizando o software Megawave (ver
[4]).
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Cap¶³tulo 1

Espa»cos de Escala para Imagens

Um espa»co de escala para imagens ¶e uma estrutura capaz de representar imagens em v¶arios n¶³veis
de resolu»c~ao. Nestas notas consideraremos espa»cos de escala regidos por equa»c~oes diferenciais
parciais. Esses espa»cos têm algumas propriedades de regularidade muito ¶uteis do ponto de vista
matem¶atico. Neste cap¶³tulo, descreveremos alguns axiomas que nos conduzem a esses modelos.
Um espa»co de escala ¶e um esquema de representa»c~ao de imagens em v¶arios n¶³veis de resolu»c~ao.

A representa»c~ao de uma imagem em um determinado espa»co de escala ¶e obtida atrav¶es de
operadores Tt, t > 0: Para uma imagem inicial u0(x); a sua representa»c~ao no espa»co de escala
s~ao as imagens

u(x; t) = Tt (u0) (x)

Para poderem ser ¶uteis, os espa»cos de escala devem satisfazer a certos axiomas b¶asicos, que
dividimos em 2 grupos. Os axiomas do primeiro grupo de¯nem propriedades de regularidade no
espa»co, e n¶os os chamaremos de estruturais. Os do segundo grupo de¯nem algumas propriedades
b¶asicas de invariância por transforma»c~oes da imagem, e n¶os os chamaremos de axiomas b¶asicos
de invariância. Existem outras invariâncias desej¶aveis em um espa»co de escala, que discutimos
tamb¶em nesse cap¶itulo.

1.1 Axiomas Estruturais

² Causalidade - Em um espa»co de escala, imaginamos que a imagem v¶a se simpli¯cando
na medida em que t cresce e que a imagem em uma escala maior possa ser obtida de uma
outra em escala menor. Isto quer dizer que a imagem na escala s > t pode ser obtida da
imagem na escala t atrav¶es de um operador Tt;s: Escrevemos ent~ao

Ts (u) = Tt;sTt (u) :

No caso em que Tt;s (v) = Ts¡t (v), dizemos que o espa»co de escala ¶e recursivo.

² Princ¶³pio de compara»c~ao - Se uma imagem ¶e menor do que outra, a simpli¯ca»c~ao pelo
espa»co de escala deve preservar esta ordem. Se u0(x) ¸ v0(x); ent~ao u(x; t) ¸ v(x; t): O
princ¶³pio de compara»c~ao local ¶e o seguinte: Se u0(y) ¸ v0(y) em uma vizinhan»ca de x;
ent~ao u(x; t) ¸ v(x; t); para 0 · t · h:

² Regularidade - Esta ¶e uma condi»c~ao de suavidade na evolu»c~ao de imagens quadr¶aticas.
Como veremos no teorema a seguir, esta condi»c~ao mais o princ¶³pio de compara»c~ao local
implicam a evolu»c~ao suave de qualquer imagem suave. Sendo u(y) = 1

2
< A(y¡x); y¡x >
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+ < p; y¡x > +c uma forma quadr¶atica qualquer, dizemos que o espa»co de escala ¶e regular
se

lim
h!0

Tt;t+h(u)¡ Tt(u)
h

= F (A; p; c; x; t)

onde F ¶e uma fun»c~ao cont¶³nua com rela»c~ao a primeira vari¶avel.

Teorema 1 ([2]): Suponha que um espa»co de escala satisfa»ca os princ¶³pios de causalidade,
compara»c~ao local e regularidade. Ent~ao, se u ¶e uma fun»c~ao de classe C2; temos que

lim
h!0

Tt;t+h(u)¡ Tt(u)
h

= F (D2u(x); Du(x); u(x); x; t)

Al¶em disso, F ¶e cont¶³nua e n~ao decrescente na primeira vari¶avel.

1.2 Axiomas B¶asicos de Invariância

Uma an¶alise multi-resolu»c~ao n~ao deve depender da posi»c~ao, orienta»c~ao e tamanho da imagem
inicial. Tamb¶em n~ao deve independer de um deslocamento dos n¶³veis de cinza da imagem.

² Invariância por transla»c~oes e rota»c~oes da imagem- A an¶alise multi-resolu»c~ao de uma im-
agem n~ao deve depender da sua posi»c~ao no plano. Neste caso, dizemos que o espa»co de
escala ¶e invariante por transla»c~oes do plano. Tamb¶em n~ao deve depender da sua ori-
enta»c~ao, em cujo caso dizemos que o espa»co de escala ¶e invariante por rota»c~oes do plano.
O espa»co de escala Tt; t ¸ 0; ¶e invariante por transla»c~oes da imagem se

Tt(¿xu) = ¿x (Ttu)

onde ¿xu(y) = u(y ¡ x):
Proposi»c~ao 2 ([3]): A fun»c~ao F associada a um espa»co de escala com a propriedade de
invariância por transla»c~oes da imagem n~ao depende de x:

O espa»co de escala Tt; t ¸ 0; ¶e invariante por rota»c~oes da imagem se

Tt ±R(x) = R ± Tt(x)

onde R ¶e uma rota»c~ao do plano.

Proposi»c~ao 3 ([3]): A fun»c~ao F associada a um espa»co de escala com a propriedade de
invariância por rota»c~oes da imagem satisfaz

F (RARt; Rp; t) = F (A; p; t)

² Invariância por transla»c~oes nos tons de cinza- Tamb¶em gostar¶³amos que a an¶alise multi-
resolu»c~ao fosse invariante por transla»c~oes no n¶³vel de cinza da imagem.
O espa»co de escala Tt; t ¸ 0; ¶e invariante por transla»c~oes nos tons de cinza se Tt(u+ c) =
Ttu+ c:
Proposi»c~ao 4 ([3]): A fun»c~ao F associada a um espa»co de escala com a propriedade de
invariância por transla»c~oes nos tons de cinza n~ao depende da terceira vari¶avel:
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² Invariância por homotetias da imagem- A an¶alise multi-resolu»c~ao n~ao deve depender do
tamanho inicial da imagem.
Dizemos que o espa»co de escala Tt; t ¸ 0; ¶e invariante por homotetias se

Tt ±H¸(x) = H¸ ± Tt0(x)

com t0(t; ¸) diferenci¶avel com rela»c~ao a ¸ em ¸ = 1 e @t0
@¸
(t; 1) ¶e cont¶³nua e positiva para

t > 0:
Proposi»c~ao 5 ([3]): Se um espa»co de escala ¶e invariante por mudan»ca de escala, ¶e poss¶³vel
reescalonar o tempo de forma que t0(t; ¸) = ¸t:

Proposi»c~ao 6 ([3]): Se um espa»co de escala ¶e invariante por mudan»ca de escala, ent~ao,
ap¶os o reescalonamento, F deve satisfazer

F (¹2A; ¹p; t) = ¹F (A;p; ¹t)

1.3 Espa»cos de Escala Lineares

Uma propriedade importante em um espa»co de escala ¶e a linearidade. Esta propriedade per-
mite a utiliza»c~ao de ferramentas matem¶aticas poderosas, como por exemplo a transformada de
Fourier.
Dizemos que o espa»co de escala Tt; t ¸ 0; ¶e linear se

Tt(au+ bv) = aTt(u) + bTt(v)

para quaisquer t ¸ 0; a; b 2 R:
Ocorre que o ¶unico espa»co de escala linear que satisfaz os axiomas estruturais e b¶asicos de

invariância ¶e o gaussiano. Este espa»co ¶e muito utilizado em processamento de sinais e imagens
e ser¶a o objeto do pr¶oximo cap¶³tulo.

1.4 Espa»cos de Escala Morfol¶ogicos

Durante o processo de aquisi»c~ao de uma imagem, ¶e usual ocorrerem mudan»cas n~ao-lineares de
contraste na imagem. Isto pode ser uma caracter¶³stica do equipamento utilizado ou ent~ao por
uma interven»c~ao do usu¶ario, como por exemplo a inje»c~ao de corantes em imagens biol¶ogicas. Por
este motivo, muitas vezes queremos trabalhar em um espa»co de escala invariante por mudan»cas
de contraste.
Dizemos que o espa»co de escala Tt; t ¸ 0; ¶e invariante por mudan»ca de contraste se

Tt ± g = g ± Tt

para qualquer fun»c~ao n~ao decrescente g:Os espa»cos de escala com essa propriedade s~ao chamados
morfol¶ogicos.
Proposi»c~ao 7 ([3]): Se um espa»co de escala ¶e invariante por mudan»ca de contraste, ent~ao

a fun»c~ao associada F satisfaz

F (¹A+ ¸p­ p; ¹p; t) = ¹F (A; p; t)

para todo ¸ e ¹:
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Uma caracter¶³stica dos espa»cos de escala morfol¶ogicos ¶e o fato de atuarem nas curvas de
n¶³vel da imagem. Denotando por curv(u)(x) a curvatura (a menos de sinal) da curva de n¶³vel
da imagem u que passa por x, temos o seguinte teorema:
Teorema 8 ([3]): Se um espa»co de escala ¶e invariante por rota»c~oes e transla»c~oes do plano

e ¶e morfol¶ogico, ent~ao ele obedece a uma equa»c~ao da forma

@u

@t
= krukG(curv(u); t) (1.1)

onde G ¶e cont¶³nua e n~ao-decrescente com rela»c~ao ao primeiro argumento.
Teorema 9 ([3]): Suponha um espa»co de escala morfol¶ogico, invariante por rota»c~oes e

transla»c~oes do plano, seja tamb¶em invariante por homotetias. Ent~ao, ap¶os a normaliza»c~ao da
escala, ele deve satisfazer a uma equa»c~ao da forma

@u

@t
= kruk¯(tcurv(u))

onde ¯ ¶e cont¶³nua e n~ao-decrescente.
Observa»c~ao Importante: O espa»co de escala gaussiano n~ao ¶e morfol¶ogico. Isso faz com

que, ao escolher um espa»co de escala, tenhamos que optar entre linearidade e invariância por
mudan»ca de contraste.

1.5 Invariância Projetiva e A¯m

Seria interessante ter um espa»co de escala que n~ao dependesse da posi»c~ao do observador de uma
cena. Um tal espa»co deveria ser invariante por transforma»c~oes projetivas do plano. Ocorre que
n~ao existe um espa»co de escala morfol¶ogico invariante por todas as transforma»c~oes projetivas
([2]). Temos ent~ao que nos contentar com um espa»co de escala que n~ao dependa da posi»c~ao do
observador de uma cena, desde que ele esteja su¯cientemente longe da cena. Esse espa»co deve
ser invariante por transforma»c~oes a¯ns do plano.
Dizemos que o espa»co de escala Tt; t ¸ 0; ¶e invariante por transforma»c~oes a¯ns da imagem

se for invariante por homotetias e a fun»c~ao t0 de¯nida acima puder ser extendida a t0(t; A); para
t > 0 e A transforma»c~ao linear invert¶³vel do plano, satisfazendo t0(t; ¸Id) = t0(t; ¸) e

Tt ± A(x) = A ± Tt0(x)

Proposi»c~ao 10 ([3]): Se um espa»co de escala ¶e invariante por transforma»c~oes a¯ns, ¶e poss¶³vel

reescalonar o tempo de forma que t0(t; A) = t jdetAj1=2 :
Proposi»c~ao 11 ([3]): Se um espa»co de escala ¶e invariante por transforma»c~oes a¯ns, ent~ao,

ap¶os o reescalonamento, F deve satisfazer

F (BABt; Bp; t) = jdetBj1=2 F (A; p; jdetBj1=2 t)

Em [2], foi demonstrado que existe um ¶unico espa»co de escala morfol¶ogico invariante por
transforma»c~oes a¯ns. Este espa»co est¶a de¯nido pela equa»c~ao

@u

@t
= kruk (tcurv(u))1=3 : (1.2)



Cap¶³tulo 2

Espa»co de Escala Gaussiano

O ¶unico espa»co de escala linear que satisfaz os axiomas b¶asicos de invariância ¶e o espa»co de escala
gaussiano. Neste espa»co, uma imagem na escala t ¶e obtida da imagem inicial como solu»c~ao da
equa»c~ao do calor.
O espa»co de escala gaussiano ¶e um espa»co de escala bastante utilizado em processamento

de sinais e imagens. Uma das raz~oes para isso ¶e o fato de ele ser muito bem entendido, com
f¶ormulas expl¶³citas para sua evolu»c~ao.

2.1 A equa»c~ao do calor

Dada uma condi»c~ao inicial u0(x), procuramos uma evolu»c~ao u(x; t) satisfazendo a equa»c~ao

@u

@t
(x; t) = ¢u(x; t)

onde ¢u denota o lapalaciano de u: Esta equa»c~ao ¶e chamada de equa»c~ao do calor.
¶E um fato bem conhecido que a equa»c~ao do calor admite uma ¶unica solu»c~ao u dada por

u(x; t) = Gt ¤ u(x; 0) ;
onde

Gt(x) =
1

4¼t
expf¡kxk2

4t
g

¶e a fun»c~ao gaussiana e ¤ indica convolu»c~ao. Portanto no espa»co de escala associado a equa»c~ao
do calor, o operador Tt ¶e exatamente a convolu»c~ao com a gaussiana Gt:

Imagem original Ap¶os o ¯ltro gaussiano.

No dom¶inio da frequência, a equa»c~ao do calor ¶e dada por

@U

@t
(!; t) = ¡ j!j2 U(!; t) ;

9



10 Cap¶³tulo 2. Espa»co de Escala Gaussiano

cuja solu»c~ao ¶e
U(!; t) = U(!; 0) exp

©
¡ j!j2 t

ª
:

Esta f¶ormula nos mostra que a equa»c~ao do calor atenua a presen»ca de altas frequências da
imagens, preservando as baixas.

2.2 Caracteriza»c~ao do Espa»co Gaussiano

Nesta se»c~ao demonstraremos que o ¶unico espa»co de escala linear invariante por rota»c~oes e
transla»c~oes e imagem e por transla»c~ao dos n¶³veis de cinza ¶e o espa»co Gaussiano.
Um espa»co de escala linear invariante por rota»c~oes e transla»c~oes da imagem e por transla»c~oes

dos n¶iveis de cinza deve ser regido por uma equa»c~ao diferencial da forma

@u

@t
= Ft(D

2u;Du) ;

onde Ft(A; p) ¶e um funcional linear satisfazendo µa igualdade

Ft(RAR
T ; Rp) = Ft(A; p) ;

para quaisquer matriz sim¶etrica A; vetor p; tempo t e matriz de rota»c~ao R: Estamos usando a
nota»c~ao BT para a transposta da matriz B:
Um funcional linear nas vari¶aveis A e p pode ser escrito na forma

Ft(A;p) =Mt ¤ A+ vt ¤ p ;

onde Mt ¶e uma matriz sim¶etrica, vt um vetor e ¤ denota multiplica»c~ao entrada a entrada.
Considerando que A pode ser a matriz nula, temos que

vt ¤ p = vt ¤Rp ;

para todo vetor p e matriz de rota»c~ao R: Se, para algum t; vt 6= 0; a igualdade acima n~ao se
veri¯car¶a. Portanto vt = 0 para todo t e logo

Ft(A;p) =Mt ¤ A :

Como Mt ¤ A =Mt ¤RART ; Mt ¤ A s¶o pode depender dos auto-valores de A; e ¶e sim¶etrica
com rela»c~ao a eles. Conclu¶imos que Mt ¤ A deve ser a soma dos autovalores de A multiplicada
por alguma constante c(t): Em outras palavras

Ft(A; p) = c(t)tr(A) :

Proposi»c~ao 1: Dada uma fun»c~ao positiva b(s); podemos reescalonar a equa»c~ao acima de
forma que ela se torne

@u

@s
= b(s)¢u :

Em particular, considerando b(s) = 1 teremos a equa»c~ao

@u

@s
= ¢u :

Demonstra»c~ao: Consideremos um reescalonamento s = s(t): Ent~ao

@u

@s
=
@u

@t

dt

ds
= c(t)¢u

dt

ds
:
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Procuramos um reescalonamento de forma que

c(t)
dt

ds
= b(s) :

Denotemos por C(t) a integral inde¯nida de c(t) com c(0) = 0 e por B(s) a integral inde¯nida
de b(s) com B(0) = 0: Integrando a equa»c~ao acima obtemos C(t) = B(s): De¯nimos ent~ao o
reescalonamento por

s = B¡1(C(t)) ;

obtendo o resultado desejado.

2.3 Invariâncias do Espa»co Gaussiano

O espa»co de escala Gaussiano possui v¶arias propriedades de invariância. ¶E invariante por
transla»c~oes e rota»c~oes da imagem e tamb¶em por transforma»c~oes a¯ns no n¶³vel de cinza (veri-
¯que!). No entanto, o espa»co de escala Gaussiano n~ao ¶e invariante por mudan»cas quaisquer de
contraste, como podemos ver nas imagens abaixo.

Imagem 1 Eq calor +quantiza»c~ao na imagem 1

Imagem 2 Eq calor+ quantiza»c~ao na imagem 2

O espa»co gaussiano n~ao ¶e invariante por transforma»c~oes a¯ns, mas ¶e invariante por homote-
tias, como podemos veri¯car na proposi»c~ao seguinte:
Proposi»c~ao 2: A equa»c~ao do calor

@u

@t
= c(t)¢u
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¶e invariante por homotetias da imagens. No caso de c(t) = 1; o reescalonamento deve ser da
forma s(t) = ¸2t: Para um reescalonamento da forma s(t) = ¸t; devemos tomar c(t) = t:
Demonstra»c~ao: A invariância por homotetia de raz~ao ¸ > 0 ¶e expressa pela equa»c~ao

Ts ±H¸ = H¸ ± Tt

onde s = s(t) ¶e um reescalonamento da equa»c~ao do calor.
Considere uma solu»c~ao u(x; y; t) da equa»c~ao acima. Procuraremos uma outra solu»c~ao v(x; y; t)

cuja condi»c~ao inicial seja v(x; y; 0) = u(x
¸
; y
¸
; 0): Para veri¯carmos que a equa»c~ao do calor ¶e in-

variante por homotetias, esta solu»c~ao deve ser da forma u(x
¸
; y
¸
; s(t)):

Mas u(x
¸
; y
¸
; s) ¶e solu»c~ao da equa»c~ao do calor se @u

@s
= 1

¸2
c(s)¢u: Como @u

@s
= @u

@t
dt
ds
conclu¶imos

que

c(t)
dt

ds
=
1

¸2
c(s) :

Sendo C(t) a integral inde¯nida de c(t) com C(0) = 0 temos que

C(t) =
1

¸2
C(s)

e portanto
s(t) = C¡1(¸2C(t)) :

No caso particular em que c(t) = 1; temos que s(t) = ¸2t: E para que s(t) = ¸t; ¶e preciso
que c(t) = t:

2.4 Filtro de M¶edias In¯nitesimal

Um ¯ltro de imagens muito conhecido ¶e o ¯ltro de m¶edias. Para h > 0; de¯nimos

Mhu(x) =
1

A(Bh(x))

ZZ

Bh(x)

u(y)dA(y) ;

onde Bh(x) ¶e o disco de raio h e centro x e dA ¶e o elemento de ¶area nesse disco. O ¯ltro
de m¶edias ¶e um ¯ltro linear que elimina altas frequências da imagem, e portanto visualmente
suaviza a imagem.
Ocorre que se h ¶e pequeno, o ¯ltro de m¶edias se torna muito parecido com o ¯ltro gaussiano.

A seguinte proposi»c~ao est¶a demonstrada em [3]:
Proposi»c~ao 3: Sendo u uma fun»c~ao de classe C2; temos que

Mhu(x) = u(x) +
h2

8
¢u(x) +O(h3) :

Como consequência dessa proposi»c~ao obtemos que a solu»c~ao da equa»c~ao do calor em um
certo tempo pode ser aproximada por um ¯ltro de m¶edias com um fator de escala h adequado.



Cap¶³tulo 3

Morfologia Matem¶atica

Algumas opera»c~oes em imagens s~ao estreitamente relacionadas µa forma dos objetos. Essas
opera»c~oes s~ao chamadas morfol¶ogicas e fazem parte de uma parte do processamento de imagens
conhecida como morfologia matem¶atica. As opera»c~oes morfol¶ogicas dependem sempre de um
ou mais elementos estruturantes. O tipo desses elementos estruturantes determina a forma dos
objetos que queremos selecionar ou excluir. Como existe uma variedade enorme de tipos difer-
entes de elementos estruturantes, existe tamb¶em uma grande variedade de ¯ltros morfol¶ogicos.
E esses ¯ltros podem ter tamb¶em os usos mais variados.
Originalmente, os ¯ltros morfol¶ogicas foram de¯nidas em conjuntos, ou imagens bin¶arias, e

somente algum tempo depois foram extendidas para imagens em tons de cinza. Essa extens~ao ¶e
feita aplicando-se os ¯ltros de imagens bin¶arias em cada um dos conjuntos de n¶ivel da imagem
em tons de cinza. Desse modo, os ¯ltros morfol¶ogicos para imagens em tons de cinza s~ao
invariantes por mudan»ca de contraste.

3.1 Opera»c~oes em Imagens Bin¶arias

3.1.1 Eros~ao e Dilata»c~ao

As duas opera»c~oes b¶asicas da morfologia matem¶atica s~ao a eros~ao e a dilata»c~ao. Dado um
elemento estrutural B; de¯ne-se a dilata»c~ao de um conjunto F pela f¶ormula

X ©B = fx+ bj x 2 X;b 2 Bg

e a eros~ao de F por
X ªB = fx 2 R2j x+B ½ Xg :

A dilata»c~ao e a eros~ao de uma imagem bin¶aria com o elemento estruturante B sendo uma
matriz 7£ 7 de 1 's s~ao mostradas nas ¯guras abaixo.

13
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O objeto cinza e branco ¶e obtido pela dilata»c~ao do objeto branco.

A eros~ao do objeto branco ¶e o objeto cinza.

De¯ne-se a dilata»c~ao condicional de um conjuntoXm pelo elemento estrutural B com rela»c~ao
µa X por

±B(X
mjX) = (Xm ©B) \X :

Se repetirmos esta opera»c~ao v¶arias vezes obteremos as componentes conexas de X que contem
algum ponto de Xm; que ¶e chamada de imagem reconstru¶ida µa partir do marcador Xm.
Abaixo temos um exemplo de uma imagem marcada e depois reconstru¶ida.

Imagem em branco e marcador em cinza. Imagem reconstru¶ida em cinza.

3.1.2 Abertura e Fechamento

Compondo a eros~ao e a dilata»c~ao, obtemos duas opera»c~oes tamb¶em b¶asicas, a abertura e o
fechamento. A abertura de um cojunto X ¶e de¯nida por

X ±B = X © (X ªB)

e o fechamento por
X ²B = X ª (X ©B) :

Uma propriedade importante da abertura e do fechamento ¶e a idempotência. Esta pro-
priedade signi¯ca que ap¶os aplicarmos uma vez a abertura ou o fechamento em uma imagem,
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outras aplica»c~oes do mesmo operador n~ao mais a alterar~ao. Matematicamente, a idempotência
pode ser expressa como

(X ²B) ²B = X ²B

e

(X ±B) ±B = X ±B :

Para o mesmo B acima, vejamos como se comportam a abertura e o fechamento de uma
imagem bin¶aria.Observe que a abertura elimina pontas de F enquanto que o fechamento elimina
pontas do complementar Xc de X:

A imagem cinza ¶e obtida da branca e cinza pela abertura.

A imagem branca e cinza ¶e obtida da branca pelo fechamento.

Uma outra opera»c~ao bin¶aria ¶util ¶e a abertura por ¶area. Essa opera»c~ao simplesmente elimina
as componentes da imagem que tenham ¶area menor do que um certo valor previamente deter-
minado. ¶E ¶util para eliminar objetos excessivamente pequenos. No exemplo abaixo eliminamos
objetos com ¶area menor do que 50 pixels.

Imagem original. Imagem ap¶os abertura por ¶area.
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3.1.3 Filtro da Mediana

Considerando o elemento estruturante como a bola de raio h; de¯nimos o ¯ltro da mediana em
uma imagem bin¶aria X atrav¶es da rela»c~ao

medh(X)(x) =

½
0; se A(X \Bh(x)) · A(Bh(x))=2
1; se A(X \Bh(x)) > A(Bh(x))=2 ;

onde A(R) indica a ¶area da regi~ao R:

Em uma imagem bin¶aria discretizada, consideramos como elemento estruturante um quadrado
Mn de tamanho (2n + 1)£ (2n+ 1) e de¯nimos

medh(X)(x) =

½
0; se #(X \Mn(x)) · (2n + 1)2 =2

1; se #(X \Mn(x)) > (2n+ 1)
2 =2

:

3.1.4 Fun»c~ao Distância e Eixo Medial

Uma ferramenta bastante ¶util na an¶alise de imagens bin¶arias ¶e a fun»c~ao distância. Dado um
conjunto X; a distância de um ponto x µa X ¶e de¯nida como a menor distância de um ponto
de X µa x, e denotada por d(x; X): Essa fun»c~ao distância pode ser vista como uma imagem em
tons de cinza, considerando o valor dessa distância em cada ponto como o seu n¶ivel de cinza.
Para uma discuss~ao sobre a fun»c~ao distância, ver [6].

Vemos abaixo uma imagem bin¶aria e sua fun»c~ao distância.

Uma representa»c~ao da forma de um objeto ¶e dada pelo seu eixo medial, tamb¶em chamado
esqueleto. Para de¯nir o esqueleto de um conjunto X; para cada x 2 X; denote por D(x) o
maior disco centrado em x e contido em X: O ponto x est¶a no esqueleto de X se n~ao existir um
disco D contendo D(x) e contido em X:

¶E interessante observar que podemos recuperar uma forma µa partir do seu esqueleto e dos
raios dos discos maximais centrados em pontos do esqueleto e contidos em X: De fato, denotando
por E(X) o esqueleto de X e por r(x) o raio do disco maximal de centro x contido em X temos
que

X = [x2E(X)Dr(x)(x)

Abaixo vemos uma imagem bin¶aria e seu eixo medial.
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3.1.5 Exemplo

Veremos agora um exemplo de como concatenar as v¶arias opera»c~oes de¯nidas acima para de-
tectar objetos "longos" em uma imagem. Essa t¶ecnica poderia ser ¶util na detec»c~ao de vermes
¯lariais em uma imagem de microsc¶opio de um °uxo sangu¶ineo ([7], p.235).

1. Imagem original. 2. Binariza»c~ao da imagem original.

3. Eixo medial da imagem 2. 4. Dilata»c~ao da imagem 3.

5. Abertura por ¶area de 4. 6. Reconstru»c~ao tendo 5 como marcador.



18 Cap¶³tulo 3. Morfologia Matem¶atica

3.2 Morfologia em Tons de Cinza

Nesta se»c~ao extenderemos as opera»c~oes morfol¶ogicas em imagens bin¶arias para imagens em tons
de cinza. A id¶eia ¶e aplicar a opera»c~ao bin¶aria em cada conjunto de n¶ivel da imagem em tons de
cinza e depois empilhar esses conjuntos formando uma nova imagem.

3.2.1 Opera»c~oes Mon¶otonas e Conjuntos de N¶ivel

Uma opera»c~ao k em conjuntos ¶e dita mon¶otona se k(X) ½ k(Y ) sempre que X ½ Y: O leitor
pode veri¯car facilmente que as opera»c~oes bin¶arias de dilata»c~ao, eros~ao, abertura e fechamento
de¯nidas acima s~ao mon¶otonas. Um conjunto (superior) de n¶ivel de uma imagem u(x) ¶e de¯nido
por

Â¸(u) =
©
x 2 R2j u(x) ¸ ¸

ª
:

µA partir de uma opera»c~ao mon¶otona k em conjuntos, de¯nimos a opera»c~ao correspondente
K em fun»c~oes atrav¶es da rela»c~ao

Ku(x) = supf¸j (x) 2 k(Â¸(u))g

(ver FIGURA). Esse operador K ¶e invariante por contraste e satisfaz

Â¸(K(u)) = k(Â¸(u))

(ver [3], cap.7).

3.2.2 Dilata»c~ao e Eros~ao

µA partir da dilata»c~ao e da eros~ao para imagens bin¶arias, de¯nimos a dilata»c~ao e a eros~ao da
imagem em tons de cinza f pelo elemento estruturante B utilizando a extens~ao acima. O leitor
pode veri¯car que esta de¯ni»c~ao nos conduz µas f¶ormulas

u©B(x) = max
»2B

u(x¡ »)

e
uªB(x) = min

»2B
u(x+ ») ;

para a dilata»c~ao e eros~ao, respectivamente. Abaixo vemos exemplos de dilata»c~ao e eros~ao para
imagens em tons de cinza.

Imagem original.



3.2. Morfologia em Tons de Cinza 19

Dilata»c~ao da imagem original. Eros~ao da imagem original.

Uma dilata»c~ao condicional ¶e de¯nida por

±1B(u
mju) = min ((um ©B) ; u) :

e a reconstru»c~ao de u µa partir do marcador um ¶e obtida atrav¶es de uma sequência de dilata»c~oes
condicionais. Para aplica»c~oes da reconstru»c~ao em tons de cinza, ver [8].
No exemplo abaixo, o marcador foi obtido atrav¶es de duas eros~oes da imagem original.

Observe os an¶eis brancos foram reconstru¶idos apenas nos discos cujo marcador continha algum
pixel branco.

Imagem original. Marcador.

Reconstru»c~ao da imagem usando o marcador.

3.2.3 Abertura e Fechamento

A composi»c~ao da eros~ao e da dilata»c~ao nos fornecem a abertura e o fechamento. Simbolicamente
a abertura ¶e dada por

u ±B = (uªB)©B
e o fechamento por

u ²B = (u©B)ªB :
Vemos abaixo exemplos de abertura e fechamento para imagens em tons de cinza.
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Imagem original.

Abertura da imagem original. Fechamento da imagem original.

3.2.4 Filtro da Mediana

Para de¯nir o ¯ltro da mediana para imagens em tons de cinza, utilizamos a extens~ao usual
de operadores bin¶arios de¯nida na se»c~ao 3.2.1. O leitor pode veri¯car que esta extens~ao ¶e
equivalente µa seguinte:

medh(u)(x) = inf
D
sup
y2D

u(y) ;

onde o ¶in¯mo ¶e considerado entre as regi~oes D contidas em Bh(x) e com ¶area maior ou igual a
A(Bh(x))=2:
No caso da imagem j¶a discretizada, a mediana ¶e de¯nida por

medn(u)(x) = inf
D
sup
y2D

u(y) ;

onde o ¶in¯mo ¶e considerado entre os subconjuntos D da m¶ascara Mn(x) com n¶umero de pixels
maior do que (2n+ 1)2 =2:

3.2.5 Watershed

Uma imagem em tons de cinza pode ser vista como um mapa topogr¶a¯co, no qual a altura em
cada ponto corresponde ao seu n¶ivel de cinza. Esse mapa possui v¶arios pontos ou regi~oes de
m¶inimo. A bacia de um m¶inimo ¶e o conjunto de pontos para os quais a ¶agua escorreria at¶e esse
m¶inimo.
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O watershed, ou divisor de ¶aguas, ¶e o complementar das bacias dos m¶inimos de uma imagem.
Nos pontos do watershed, a ¶agua ¯caria em d¶uvida se deveria escorrer para um m¶inimo ou para
outro. Para uma implementa»c~ao e¯ciente do watershed, ver [9] ou [5].
Veremos a seguir um exemplo de aplica»c~ao do watershed. Nesse exemplo, come»camos com

uma imagem bin¶aria na qual o conjunto X ¶e constitu¶ido de v¶arios objetos, possivelmente su-
perpostos. O objetivo ¶e tentar separar esses objetos. Uma forma interessante para se fazer isto
¶e aplicar o watershed no oposto da fun»c~ao distância µa Xc:

Imagem original. M¶inimos da fun»c~ao distância.

Bacias de atra»c~ao dos m¶inimos. Imagem original segmentada.
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Cap¶³tulo 4

Espa»cos de Escala Morfol¶ogicos

Durante o processo de aquisi»c~ao de uma imagem, ¶e usual ocorrerem mudan»cas n~ao-lineares de
contraste na imagem. Isto pode ser uma caracter¶³stica do equipamento utilizado ou ent~ao por
uma interven»c~ao do usu¶ario, como por exemplo a inje»c~ao de corantes em imagens biol¶ogicas. Por
este motivo, muitas vezes queremos trabalhar em um espa»co de escala invariante por mudan»cas
de contraste. Um espa»co de escala invariante por mudan»cas de contraste na imagem ¶e chamado
de morfol¶ogico.
No cap¶itulo anterior vimos v¶arios exemplos de opera»c~oes morfol¶ogicas. Essas opera»c~oes têm

como caracter¶istica o fato de atuarem nos conjuntos de n¶ivel de uma imagem. Da mesma
forma, em um espa»co de escala morfol¶ogico, para analisar a evolu»c~ao de uma imagem podemos
analisar a evolu»c~ao das suas curvas de n¶ivel. E neste cap¶³tulo veremos que, na verdade, podemos
considerar que cada curva de n¶ivel da imagem evolui na dire»c~ao normal com uma velocidade
que depende de sua curvatura.

4.1 Curvatura de uma Curva Plana

Considere uma curva plana x(s) = (x(s); y(s)); s 2 [0; L]; parametrizada pelo comprimento de
arco. O vetor velocidade

t =
dx

ds

¶e um vetor unit¶ario tangente µa curva. Um fato interessante ¶e que dt
ds
independe da orienta»c~ao

da curva (veri¯que!).
A curvatura k(s) ¶e ent~ao de¯nida por

dt

ds
(s) = k(s)n(s) ;

onde n(s) ¶e unit¶ario, normal µa curva em x(s); e de forma a base ft(s);n(s)g seja positiva.
Observe que o sinal da curvatura depende da orienta»c~ao escolhida, mas sempre muda em pontos
de in°ex~ao.

Suponhamos agora que a curva est¶a de¯nida de forma impl¶³cita pela f¶ormula u(x) = c:
Temos ent~ao que

ru(x(s)) ¢ t(s) = 0 :
Derivando com rela»c~ao a s encontramos

Hu(x(s))(t(s); t(s)) +ru(x(s)) ¢ dt
ds
(x(s)) = 0 ;

23
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onde Hf denota a matriz Hessiana de f . Observe que nenhum dos fatores da equa»c~ao acima
depende da escolha da orienta»c~ao da curva. Usaremos ent~ao a nota»c~ao

curv(u)(x) =
1

kru(x)kHu(x)
µ ru?(x)

kru(x)k ;
ru?(x)
kru(x)k

¶
:

Temos ent~ao que

curv(u)(x) +
ru(x)

kru(x)k ¢ k(x)n(x) = 0 :

Como ru(x)
kru(x)k = §n(x), conclu¶³mos que

k(x) = §curv(u)(x) :

Em termos de coordenadas, a f¶ormula para curv(u) ¶e dada por

curv(u) =

@2u
@x2

¢
³
@u
@y

´2
¡ 2 @2u

@x@y
¢ @u
@x

¢ @u
@y
+ @2u

@y2

¡
@u
@x

¢2
µ¡

@u
@x

¢2
+

³
@u
@y

´2¶3=2
:

4.2 Movimento da Imagem e das suas Curvas de N¶³vel

Proposi»c~ao 1: Se as curvas de n¶ivel de uma imagem evoluem segundo a equa»c~ao

@x

@t
= F (k(x); t)n(x) ;

a imagem evoluir¶a de acordo com a equa»c~ao

@u

@t
= krukF (curv(u); t) :

Demonstra»c~ao: Temos que
u(x(t); t) = c :

Derivando com rela»c~ao a t; obtemos

@u

@t
(x(t)) +ru(x(t)) ¢ dx

dt
= 0 :

Temos ent~ao que

@u

@t
(x) + kru(x)k

µ ru(x)
kru(x)k ¢ F (k(x); t)n(x)

¶
= 0 ;

e portanto
@u

@t
(x) = kru(x)kF (curv(u); t)(x) :

No cap¶itulo 1, vimos que em um espa»co de escala morfol¶ogico, a imagem deve evoluir segundo
uma equa»c~ao da forma 1.1. A proposi»c~ao acima nos diz ent~ao que, nestes espa»cos, podemos
considerar que as curvas de n¶ivel de uma imagem evoluem na dire»c~ao normal a ela com uma
velocidade que depende da sua curvatura.
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4.3 Movimento por Curvatura

Nesta se»c~ao consideraremos o caso particular da equa»c~ao

@u

@t
= kruk curv(u) ;

que ¶e chamada equa»c~ao do movimento por curvatura. O movimento por curvatura pode ser
visto como uma evolu»c~ao das curvas de n¶³vel da imagem, cada curva de n¶³vel se movimentando
na dire»c~ao normal com velocidade dada pela sua curvatura, i.e.,

@x

@t
= k(x)n(x) :

Voltaremos a falar desse movimento no pr¶oximo cap¶itulo e tamb¶em no apêndice, quando de-
screveremos algumas de suas propriedades geom¶etricas.
Existe uma rela»c~ao interessante entre a equa»c~ao da curvatura e o ¯ltro de medianas. Em [3],

est¶a demonstrada a seguinte proposi»c~ao:
Proposi»c~ao 2: Sendo u uma fun»c~ao de classe C2; temos que

medhu(x) = u(x) +
h2

6
kruk curv(u) +O(h3) :

Uma consequência dessa proposi»c~ao ¶e o fato de que a solu»c~ao da equa»c~ao da curvatura em
um determinado tempo poder ser aproximada por um ¯ltro de medianas com um fator de escala
h apropriado. Esse fato ¶e an¶alogo ao que ocorre com rela»c~ao as solu»c~oes da equa»c~ao do calor e
os ¯ltros de m¶edia

¶E imediato ver que o movimento por curvatura ¶e invariante por rota»c~oes e transla»c~oes do
plano, e tamb¶em por homotetias da imagem. No entanto, ele n~ao ¶e invariante por transforma»c~oes
a¯ns, como podemos ver na ¯gura abaixo.

Imagem 1 Imagem 2=Transforma»c~ao a¯m da imagem 1

Mov. curvatura da imagem 1 Mov. curvatura da imagem 2

Exemplo: Suponha que u0(x; y) = x
2 + y2: O leitor pode verifcar facilmente que a solu»c~ao

da equa»c~ao acima ser¶a
u(t; x; y) = x2 + y2 + 2t :

Em geral se u0(x; y) = f(x
2 + y2); ent~ao, devido a invariância morfol¶ogica,

u(t; x; y) = f
¡
x2 + y2 + 2t

¢
:
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4.4 Espa»co de Escala Morfol¶ogico A¯m

Em [2], foi demonstrado que existe um ¶unico espa»co de escala morfol¶ogico invariante por trans-
forma»c~oes a¯ns. Este espa»co est¶a de¯nido pela equa»c~ao

@u

@t
= kruk (tcurv(u))1=3 :

Em termos de curvas de n¶³vel, a evolu»c~ao nesse espa»co ¶e dada pela equa»c~ao

@x

@t
= k1=3(x)n(x) :



Cap¶³tulo 5

Evolu»c~ao de Curvas

Neste cap¶³tulo, descreveremos evolu»c~oes de curvas planas na dire»c~ao normal µa curva, com a
velocidade sendo uma fun»c~ao da curvatura. Como vimos no cap¶itulo anterior, estes movimentos
s~ao os movimentos realizados pelas curvas de n¶ivel de uma imagem evoluindo em um espa»co de
escala morfol¶ogico.
Denotemos por x(q; 0); q 2 [a; b]; uma curva fechada parametrizada por q: Consideraremos

homotopias x(q; t) satisfazendo a equa»c~ao diferencial

@x

@t
(q; t) = F (k(q; t))n(q; t) (5.1)

onde k ¶e a curvatura de x(¢; t) no ponto x(q; t) e F (k) ¶e alguma fun»c~ao dessa curvatura.
Um problema central nesta evolu»c~ao ¶e a possibilidade de cria»c~ao de singularidades. µA partir

de uma singularidade, a solu»c~ao da equa»c~ao acima n~ao ¶e mais ¶unica, e ¶e preciso que se determine
a solu»c~ao adequada. A solu»c~ao adequada se chama solu»c~ao por viscosidade, e existem in¶umeros
trabalhos sobre este tema [?]. S~ao tamb¶em necess¶arios m¶etodos num¶ericos adequados para que
a curva evolua atrav¶es da solu»c~ao por viscosidade. V¶arios m¶etodos num¶ericos foram propostos
com esse ¯m [11],[12]. Esses m¶etodos num¶ericos resolveram tamb¶em v¶arios outros problemas
apresentados por estas equa»c~oes, tais como instabilidade num¶erica e mudan»ca de topologia.

5.1 Movimento por Curvatura

No caso em que F (k) = k; temos o chamado movimento por curvatura. Este movimento
tem in¶umeras propriedades geom¶etricas interessantes que descreveremos no pr¶oximo cap¶³tulo.
Veremos a seguir como esse movimento pode ser visto como descrito por uma equa»c~ao do calor
intr¶³nseca.
Considere uma curva de Jordan parametrizada x(q) = (x(q); y(q)), q 2 [0; L]: Suponha que

inicialmente o parâmetro q coincida com o comprimento de arco s: Para simpli¯car esta curva,
aplicamos a equa»c~ao do calor a cada coordenada, obtendo curvas x(q; t) = (x(q; t); y(q; t)),
q 2 [0; L]; que n~ao est~ao mais necessariamente parametrizadas pelo comprimento de arco. O
problema com essa evolu»c~ao ¶e que ela n~ao necessariamente simplica as curvas, podendo criar
auto-interse»c~oes e singularidades na curva inicial.
Podemos resolver esse problema reparametrizando, a cada passo pequeno, a curva obtida

x(¢; t) pelo comprimento de arco. Nesse caso, a evolu»c~ao da curva satisfar¶a a equa»c~ao

@

@t
x(q; t) =

@2

@s2
x(q; t) ;
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onde s ¶e o comprimento de arco da curva x(¢; t). Essa equa»c~ao pode ser reescrita na forma
@x

@t
(s; t) = k(s; t)n(s; t) ;

que ¶e a equa»c~ao do movimento por curvatura. Como podemos ver na ¯gura abaixo, esse movi-
mento mant¶em separados objetos que estavam inicialmente separados.

Imagem original Evolu»c~ao por curvatura. Mais tempo de evolu»c~ao
por curvatura

5.2 Movimento A¯m por Curvatura

No caso em que F (k) = k
1
3 ; temos o movimento a¯m por curvatura. Este movimento tem a

propriedade de ser invariante por transforma»c~oes a¯ns do plano.
Para veri¯car isto, considere uma curva inicialmente parametrizada pelo comprimento a¯m

¾; i.e., satisfazendo

det(
dx

d¾
;
d2x

d¾2
) = 1 :

Evoluindo cada coordenada pela equa»c~ao do calor e reparametrizando-a ap¶os cada pequeno
passo ¢t, o movimento resultante ser¶a dado pela equa»c~ao

@x

@t
(q; t) =

@2x

@¾2
(q; t) ;

que ¶e chamada equa»c~ao do calor intr¶³nseca a¯m. Mas

@2x

@¾2
= k

1
3n+

d2s

d¾2
t ;

e como o termo na dire»c~ao t s¶o contribui para um movimento ao longo da curva, conclu¶³mos
que a evolu»c~ao da curva deve satisfazer a equa»c~ao

@

@t
x(q; t) = k1=3(s; t)n(s; t) ;

que ¶e a equa»c~ao do movimento a¯m por curvatura. Maiores detalhes dessa demonstra»c~ao o
leitor pode encontrar em [3].

5.3 Morfologia Diferencial

Consideremos o caso em que F (k) = 1 ou F (k) = ¡1: Neste contexto, a curva evolui na dire»c~ao
normal com velocidade 1; independente da curvatura.
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Denotemos por X a regi~ao do plano limitada pela curva fechada C; e por B o disco unit¶ario.
Para t ¸ 0; a dilata»c~ao e a eros~ao de X pelo elemento estruturante tB s~ao dadas por

X © tB = fx+ tbj x 2 F;b 2 Bg
e

X ª tB = fx 2 Xjx© tB ½ Fg ;
respectivamente. N~ao ¶e dif¶icil se veri¯car que a fronteira de de X © tB satisfaz a equa»c~ao

@x

@t
= n

enquanto que a fronteira de X ª tB satisfaz a equa»c~ao
@x

@t
= ¡n

(ver [13]).
Evoluir uma curva atrav¶es dessas equa»c~oes diferenciais ¶e ¶util por exemplo na determina»c~ao

da distância a um conjunto. De fato, a fronteira de X © tB determina os pontos que est~ao a
uma distância t de X: Nesta evolu»c~ao teremos a cria»c~ao de singularidades, mas a solu»c~ao por
viscosidade nos fornece a distância procurada (ver [11],[13]).
Vale a pena chamar a aten»c~ao para o fato de que a determina»c~ao da distância euclideana a

um conjunto ¶e mais precisa utilizando-se a equa»c~ao diferencial acima do que a dilata»c~ao usual
com um elemento estruturante discreto. Isto decorre do fato de que a aproxima»c~ao de um disco
em um grid retangular ¶e sempre falha (ver [14]).

5.4 Contornos Ativos

Os m¶etodos de Osher-Sethian tamb¶em se aplicam se tivermos um termo adicional da forma
rÁ adicionado a equa»c~ao 5.1. ¶E o que ocorre quando consideramos a evolu»c~ao de uma curva
fechada "procurando" delimitar um objeto de uma imagem.
Dada uma imagem u; de¯nimos

Á(x) =
1

kru(x)k+ ²
Esta fun»c~ao deve ter um valor pequeno em pontos de grande contraste na imagem. Assim, ao
procurarmos contornos de objetos, iniciamos com uma curva de Jordan C e evoluimos procu-
rando minimizar a "energia" Z

C

Á(x)ds :

A curva ¯nal deve envolver algum objeto na imagem.
Consideremos uma parametriza»c~ao x(q; ¢); 0 · q · 1; da curva inicial e sua evolu»c~ao x(q; t).

A energia de x(¢; t) ¶e ent~ao dada por

E(t) =

Z 1

0

°°°°
@x

@q

°°°°Ádq :

Diferenciando com rela»c~ao a t obtemos

E0(t) =

Z 1

0

D
@x
@q
; @

2x
@q@t

E

°°°@x@q
°°°

Ádq +

Z 1

0

°°°°
@x

@q

°°°°
¿

rÁ; @x
@t

À
dq ;



30 Cap¶³tulo 5. Evolu»c~ao de Curvas

e portanto, usando integra»c~ao por partes, conclu¶³mos que

E0(t) = ¡
Z 1

0

*
@x

@t
;
@

@q

2
4 Á

@x
@q°°°@x@q
°°°

3
5
+
dq +

Z 1

0

¿
rÁ; @x

@t

À
ds

= ¡
Z L(t)

0

*
@x

@t
;
1°°°@x@q

°°°
@

@q
[Át]

+
ds

= ¡
Z L(t)

0

¿
@x

@t
; Ákn+ hrÁ; ti t¡rÁ

À
ds :

Logo a dire»c~ao de decrescimento mais r¶apido ¶e a dire»c~ao que satisfaz

@x

@t
= Ákn+ hrÁ; ti t¡rÁ :

Como a componente tangencial n~ao in°uencia na evolu»c~ao da curva, podemos simplicar esta
equa»c~ao para

@x

@t
= Ákn¡rÁ ; (5.2)

que indica a evolu»c~ao que procuramos para a curva inicial. Maiores detalhes sobre contornos e
sua rela»c~ao com a equa»c~ao 5.2 pode ser encontrada em [11].

¶E interessante observar que se tomarmos Á(x) = 1; ent~ao a energia ser¶a o comprimento da
curva e a equa»c~ao 5.2 passa a ser a equa»c~ao do movimento por curvatura. Conclu¶imos ent~ao
que o movimento por curvatura caminha no sentido de minimizar o comprimento das curvas o
mais rapidamente poss¶ivel.
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Apêndice: Propriedades do Movimento por Curvatura

O movimento de uma curva na dire»c~ao normal a ela com velocidade igual µa curvatura ¶e
chamado de movimento por curvatura. Esse movimento vem sendo estudado h¶a v¶arios anos e
possui v¶arias popriedades geom¶etricas interessantes, todas elas indicando uma "simpli¯ca»c~ao"
da curva. Neste cap¶itulo veremos algumas dessas propriedades.
Denotando por x = (x; y) o vetor posi»c~ao, o movimento por curvatura pode ser descrito por

uma homotopia de curvas fechadas x(q; t); q 2 [a; b]; satisfazendo µa equa»c~ao

@x

@t
(q; t) =

@2x

@s2
(q; t) ;

onde s indica o comprimento de arco ao longo das curvas x(¢; t):

Decrescimento do Comprimento e da ¶Area

Denotando por v(q; t) =
°°°@x@q (q; t)

°°° a norma do vetor velocidade dessas curvas, temos que
ds = v(q; t)dq:A evolu»c~ao de v ao longo do tempo ¶e dada pelo seguinte lema:
Lema 1: Temos que

@v

@t
(q; t) = ¡k2(q; t)v(q; t) ;

onde k denota a curvatura da curva x(¢; t) no ponto x(q; t):
Demonstra»c~ao: Diferenciando v com rela»c~ao a t obtemos

@v

@t
=

D
@x
@q
; @

2x
@t@q

E

°°°@x@q
°°°

=

D
@x
@q
; @

2x
@q@t

E

°°°@x@q
°°°

=

D
@x
@q
; @
@q
(kn)

E

°°°@x@q
°°°

=
k

D
@x
@q
; @n
@q

E

°°°@x@q
°°°

= k

¿
@x

@q
;
@n

@s

À
= ¡k2

¿
@x

@q
; t

À
= ¡k2v :

Denotemos por µ(q; t) o ângulo que o vetor tangente a curva C(t) no ponto x(q; t) faz com
o eixo x:
Lema 2: A derivada do ângulo µ com rela»c~ao ao comprimento de arco ¶e exatamente a

curvatura.
Demonstra»c~ao: Temos que t(q; t) = cos µ(q; t)i + sin µ(q; t)j: Derivando com rela»c~ao a s

obtemos
@t

@s
= ¡ sin µ@µ

@s
i+ cos µ(q; t)

@µ

@s
j :

Como n(q; t) = ¡ sin µ(q; t)i+ cos µ(q; t)j e @t
@s
= kn; conclu¶imos que

k =
@µ

@s
:
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Denotemos por C(t) a curva x(¢; t): O comprimento de C(t) ¶e dado por

L(t) =

Z b

a

°°°°
@x

@q

°°°° dq :

Diferenciando com rela»c~ao a t obtemos

L0(t) = ¡
Z b

a

k2vdq = ¡
Z

C(t)

k2ds ;

o que mostra que o comprimento de uma curva fechada decresce com o tempo.

Denotemos por A(t) a ¶area da regi~ao do plano limitada pela curva fechada C(t): Temos que

A(t) = ¡1
2

Z

C(t)

x ¢ n ds = ¡1
2

Z b

a

x ¢
µ
@x

@q

¶?
dq ;

onde w? indica o vetor ortogonal µa w; obtido de w por um giro de 900 no sentido anti-hor¶ario.
Portanto

dA

dt
= ¡1

2

Z b

a

@x

@t
¢
µ
@x

@q

¶?
dq ¡ 1

2

Z b

a

x ¢ @
@t

µ
@x

@q

¶?
dq

= ¡1
2

Z b

a

@x

@t
¢ n ds¡ 1

2

Z b

a

x ¢ @
@q

µ
@x

@t

¶?
dq

= ¡1
2

Z

C(t)

kds+
1

2

Z b

a

@x

@q
¢
µ
@x

@t

¶?
dq :

onde usamos a f¶ormula do movimento por curvatura na primeira parcela e integra»c~ao por partes
na segunda. Conclu¶imos ent~ao que

dA

dt
= ¡1

2

Z

C(t)

kds¡ 1

2

Z b

a

@x

@q
¢ kt dq

= ¡
Z

C(t)

kds = ¡
Z

C(t)

@µ

@s
ds :

Se a curva C(t) ¶e fechada sem auto-interse»c~oes, ent~ao a varia»c~ao total do ângulo µ ¶e 2¼; e
consequentemente

dA

dt
= ¡2¼ ;

o que mostra que A(t) decresce com uma taxa constante.

Equa»c~oes Diferenciais da Curvatura
Lema 3: O tangente e o normal unit¶arios evoluem segundo as equa»c~oes

@t

@t
=
@k

@s
n

e
@n

@t
= ¡@k

@s
t :
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Demonstra»c~ao: Temos que

@t

@t
=

@

@t

µ
@x

v@q

¶
= ¡ 1

v2
¡
¡k2v

¢ @x
@q
+
1

v

@

@t

µ
@x

@q

¶

= k2t+
1

v

@

@q
(kn) = k2t+

@k

@s
n+k

@n

@s

= k2t+
@k

@s
n¡k2t = @k

@s
n :

Por outro lado, derivando a identidade ht;ni = 0 obtemos
¿
@t

@t
;n

À
+

¿
@n

@t
; t

À
= 0

e portanto
­
@n
@t
; t

®
= ¡@k

@s
: E derivando a identidade hn;ni = 0 obtemos

¿
@n

@t
;n

À
= 0 :

Proposi»c~ao: No movimento por curvatura, a curvatura satisfaz µa equa»c~ao diferencial

@k

@t
=
@2k

@s2
+ k3 :

Demonstra»c~ao: Temos que
@t

@s
= kn :

Derivando com rela»c~ao a t obtemos

@k

@t
n + k

@n

@t
=
@

@t

µ
@t

v@q

¶

e portanto

@k

@t
n¡ k@k

@s
t =

1

v

@

@q

µ
@t

@t

¶
+
1

v2
k2v

@t

@q

=
1

v

@

@q

µ
@k

@s
n

¶
+ k3n

= ¡@k
@s
kt+

µ
@2k

@s2
+ k3

¶
n :

Conclu¶imos que
@k

@t
=
@2k

@s2
+ k3 :

No caso da curva C(t) ser convexa, podemos utilizar o ângulo µ como parâmetro para a
curva. Utilizando este parâmetro, foi provado em [18] que a curvatura evolui segundo a equa»c~ao

@k

@t
= k2

@2k

@µ2
+ k3 :
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Essa equa»c~ao ¶e o ponto de partida para a demonstra»c~ao de v¶arias dos teoremas descritos nas
pr¶oximas se»c~oes.

Convexidade e Inexistência de Singularidades
Consideremos um movimento por curvatura no qual a curva inicial ¶e fechada sem auto-

interse»c~oes. Como vimos acima, o tempo de vida de uma tal curva ¶e T = A(0)
2¼
; onde A(0) ¶e

a ¶area da regi~ao do plano limitada pela curva C(0): O que ocorre com a curva C(t); para t
no intervalo [0; T )? Essa pergunta j¶a foi estudada por v¶arias pesquisadores e descreveremos os
resultados nessa se»c~ao.
A curva inicial ¶e fechada sem auto-interse»c~oes, mas n~ao necessariamente convexa. O movi-

mento por curvatura tende a deixar a curva cada vez mais convexa. E foi demonstrado em
[19] que existe um tempo 0 · tc < T tal que C(tc) ¶e convexa. Em [18], foi demonstrado que
uma curva inicialmente convexa permanece sempre convexa. E tamb¶em que ela permanece uma
curva sem singularidades e sem auto-interse»c~oes.
A evolu»c~ao de uma curva com uma auto-interse»c~ao foi estudada em [20]

Circulariza»c~ao das Curvas
O movimento por curvatura tende a circularizar uma curva convexa. Em [18], foi provado

que a curva se aproxima de um c¶irculo de forma C1; no sentido de que a raz~ao entre a curvatura
m¶inima e m¶axima tende a 1; e as derivadas de ordem maior ou igual a 1 da curvatura tendem
a 0:
Uma outra forma de ver a circulariza»c~ao no limite ¶e atrav¶es da raz~ao isoperim¶etrica L2(t)

A(t)
: ¶E

um fato bem conhecido que essa raz~ao ¶e sempre maior ou igual a 4¼; com a igualdade valendo

somente no caso de c¶irculos. Em [17], foi provado que L2(t)
A(t)

tende a 4¼; quando t tende a T:

Uma terceira forma de ver essa circulariza»c~ao ¶e atrav¶es dos raios interno, rint(t); e externo,

rext(t); da curva C(t): Em [17] est¶a provado que
rint(t)
rext(t)

tende a 1; quando t tende a T:
Abaixo vemos a evolu»c~ao de uma elipse com grande excentricidade.

Curva inicial Movimento por curvatura Mais movimento por cur-
vatura



Bibliogra¯a

[1] Formalization and Computational Aspects of Image Analysis, L.Alvarez, J.M.Morel- Acta
Numerica, pp.1-59, 1994.

[2] Axioms and Fundamental Equations of Image Processing, L.Alvarez, F.Guichard,
P.L.Lions, J.M.Morel- Archive for Rational Mechanics and Analysis, vol.16(9), pp.200-257,
1993.

[3] Image Iterative Smoothing and P.D.E.'s, F.Guichard, J.M.Morel- pre-print.

[4] Software Megawave-http://www.cmla.ens-cachan.fr/Cmla/Megawave/presentation.html

[5] Morfologia Matem¶atica- Teoria e Exemplos, J.Facon- Ed.PUC-PR, 1996.

[6] Morphological Image Analysis- Principles and Applications, P.Soille- Springer-Verlag, 1999.

[7] Sinan Batman and John Goutsias- Morphological Methods for Biomedical Image Analysis-
Handbook of Medical Imaging. Volume 2. Medical Image Processing and Analysis- M.
Sonka and J. M. Fitzpatrick (Eds.) pp. 175-272, SPIE Optical Engineering Press, 2000.

[8] Luc Vincent- Morphological Grayscale Reconstruction in Image Analysis: Applications and
E±cient Algorithms- IEEE Trans.Image Processing, vol.2, n.2, abril 1993.

[9] Luc Vincent and Pierre Soille- Watersheds in Digital Spaces: An E±cient Algorithm Based
on Imersion Simulations- IEEE Trans. Pattern Analysis and Machine Intelligence, vol.13,
n.6, junho 1991.

[10] Level Set Methods and Fast Marching Methods, J.A.Sethian- Cambridge University Press,
1999.

[11] Numerical Algorithms for Propagating Interfaces: Hamilton-Jacobi Equations and Conser-
vation Laws, J.A.Sethian- J.Di®erential Geometry, vol.31, pp.131-161, 1990.

[12] Fronts Propagating with Curvature-Dependent Speed: Algorithms Based on Hamilton-
Jacobi Formulations, S.Osher, J.A.Sethian- J.of Computational Physics, vol.79, pp.12-49,
1988.

[13] Implementing Continuous-Scale Morphology via Curve Evolution, G.Sapiro, R.Kimmel,
D.Shaked, B.B.Kimia, A.M.Bruckstein- Pattern Recognition, vol.26, n.9, pp.1363-1372,
1993.

[14] Di®erential Morphology and Image Processing, P.Maragos- IEEE Trans. on Image Process-
ing, vol.5, n.6, 1996.

35



36 BIBLIOGRAFIA

[15] Evolution Equations for Continuous-Scale Morphological Filtering, R.W.Brockett,
P.Maragos- IEEE Trans. on Signal Processing, vol.42, n.12, 1994.

[16] The Morphological Structure of Images: The Di®erential Equations of Morphological Scale-
Space, R.van den Boomgaard, A.Smeulders- IEEE Trans. on Pattern Analysis and Machine
Intelligence, vol.16, n.11, 1994.

[17] Curve Shortening Makes Convex Curves Circular, M.E.Gage-Inventiones Math., vol.76,
pp.357-364, 1984.

[18] The Heat Equation Shrinking Convex Plane Curves, M.Gage, R.S.Hamilton- J.Di®erential
Geometry, vol.23, pp.69-96, 1986.

[19] The Heat Equation Shrinks Embedded Plane Curves to Round Points, M. Grayson-
J.Di®erential Geometry, vol.26, pp.285-314, 1987.

[20] The Shape of a Figure-Eight under the Curve Shortening Flow, M. Grayson- Inventiones
Math., vol.96, pp.177-180, 1989.


